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Аннотация. По аналогии с пространствами ( )pC X  введены в рассмотрение про-

странства , ( )p AC X  непрерывных вещественнозначных функций с топологией по-

точечной сходимости на всюду плотном подмножестве A X . Для пространств 

 ,C ,p A a b  и  ,C ,p B с d , где 1 2[ , ] , }\ { , , nA a b a a a=   и 1 2[ , ] \ { , , , }mB c d b b b=  , дока-

зано, что пространства , [ , ]p AC a b  и , [ , ]p BC c d  линейно гомеоморфны тогда и только 

тогда, когда n = m. 
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Abstract. In this work, by analogy with spaces ( )pC X , spaces ( ),p AC X  are defined, 

where A  is an everywhere dense subset of X. The base of neighborhoods of the function 

( ),p Af C X  is defined by sets of the form 
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( ) ( ) ( ) ( ) 1, ,..., , : , 1,...,n i iU f x x g C X g x f x i n =  −   = , 

where ix A  and 0  . 

We consider the question of linear homeomorphism of the spaces  , ,p AC a b  and  , ,p BC c d , 

where    1, \ ,..., nA a b a a=  and    1, \ ,..., mB c d b b= . If n = m and the number of end-

points of the intervals  ,a b  and  ,c d  contained in the sets  1,..., na a  and  1,..., mb b  is 

the same, then obviously the spaces  , ,p AC a b  and  , ,p BC c d  are linearly homeomorphic.  

If the number of endpoints in these sets is different, then the linear homeomorphism is 

proved by decomposing the spaces  , ,p AC a b  and  , ,p BC c d  into a product. 

At n ≠ m, it is proved that the spaces  , ,p AC a b  and  , ,p BC c d  are not linearly homeo-

morphic. The proof is carried out by contradiction. Suppose that there is a linear homeo-

morphism    , ,: , ,p A p BT C a b C c d→ . Then, by the closed graph theorem, T is an iso-

morphism of Banach spaces  ,C a b  and  ,C c d . Therefore, we can consider the map-

ping    * * *: , ,T C c d C a b→ . Using the general form of functionals in spaces  * ,C c d  

and  *

, ,p BC c d , we prove that *T  is not an isomorphism, which contradicts our assump-

tion. 

As a consequence, we obtain that the spaces of uniformly continuous functions with the 

topology of pointwise convergence  ),pUC a b  and ( ),pUC a b  are not linearly homeo-

morphic. 
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Введение 

 

Все рассматриваемые в данной статье пространства являются тихоновскими.  

Определение 1. Пусть A X  – всюду плотное подмножество. Пространство 

, ( )p AC X  – пространство непрерывных вещественнозначных функций, где база 

окрестностей функции , ( )p Af C X  задается множествами вида: 

1( , ,..., , ) { ( ) :| ( ) ( ) | , 1,..., },n i iU f x x g C X g x f x i n =  −   =  где ix A  и 0  . 

Через : ( ) ( )A p pC X C A →  обозначим отображение сужения функций из ( )pC X  

на A, т.е. ( ) |A Af f =  для всех ( )pf C X . Подпространство ( ( )) ( )A p pC X C A →  

обозначают ( | )pC A X . 

Известно, что если A X  – всюду плотное подмножество, то : ( ) ( | )p pC X C A X →  – 

взаимно однозначное непрерывное отображение [1. С. 17]), т.е. уплотнение.  

Но если мы рассмотрим отображение 
,: ( ) ( | )p A pC X C A X → , то нетрудно уви-

деть, что получаем линейный гомеоморфизм.  
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Для компакта X через ( )C X
 
обозначаем пространство всех непрерывных ве-

щественнозначных функций с нормой || || max{| ( ) |: }.f f x x X=    

* ( )C X  – пространство линейных непрерывных функционалов Φ на простран-

стве ( )C X  с нормой || || sup{| ( ) |: || || 1}f f =   .  

* ( )pC X  – пространство линейных непрерывных функционалов ϕ на простран-

стве ( )pC X . Известно, что если * [ , ]pC a b , то 

11 ...
lx l x =   + +  , 

где [ , ]ix a b  и ( )
ix if f x =  [2. С. 400]. 

Через [ , ]a bV  обозначаем множество функций ограниченной вариации, за-

данных на промежутке [ , ]a b , 
b

a

gV  – вариация функции [ , ]g a bV . По теореме 

Жордана любая функция [ , ]g a bV  представима в виде: g = −v u , где v, u  – не-

убывающие функции на [ , ]a b , и ( )

x

a

x g=Vv . Следовательно, 
2

1
2 1( ) ( )

x

x

g x x= −V v v  

для любых 1 2, [ , ]x x a b .  

Для подмножества Y X  обозначим 
0 ( | ) { ( ) : | 0}YC X Y f C X f=   . Если 

это пространство наделено топологией поточечной сходимости, то пишем 
0 ( | ) { ( ) : | 0}p p YC X Y f C X f=   . 

Если 
1

n
n

X X


=

=  – топологическая сумма тихоновских пространств nX , то ясно, 

что 
1

( ) ( )p p n

n

C X C X


=

= . Для 1

1

{ } ( )n n p n

n

f f C X




=

=

=   пусть || || sup{| ( ) |: }n nf f x x X=  . 

Положим   

0

1

1 1

конечно( ) { } ( ) :{ :|| || }  ,–  0 p n n n p n n

n nc

C X f f C X n f
 



=

= =

 
= =      

 

 



 


  . 

Пусть   – счетное произведение прямых, c   – подпространство всех 

сходящихся числовых последовательностей.  

X ~ Y означает, что топологические пространства X и Y гомеоморфны. Если  

X и Y линейные топологические пространства, то X Y  означает, что Y и Y ли-

нейно гомеоморфны. 

 

Основные результаты 
 

Мы рассматриваем пространства 
, [ , ]p AC a b  и 

, [ , ]p BC c d , где 1[ , ] \{ ,..., },nA a b a a=  

1[ , ] \{ ,..., }mB c d b b= . 

Теорема 1. Если n = m, то пространства 
, [ , ]p AC a b  и 

, [ , ]p BC c d  являются ли-

нейно гомеоморфными. 
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Доказательство. Рассмотрим два случая.  

А) Пусть 
1 1{ , } { ,..., } { , } { ,..., }n na b a a c d b b= , т.е. количество концевых то-

чек во множествах A и B одинаково.  

В этом случае существует гомеоморфизм : [ , ] [ , ]a b c d →  такой, что ( )i ia b =  

для всех 1,..., .i n=  Нетрудно видеть, что отображение 
, ,: [ , ] [ , ]p B p AT C c d C a b→ , 

действующее по формуле Tf f=   для любого 
, [ , ]p Bf C c d , является иско-

мым линейным гомеоморфизмом.  

Б) 1 1{ , } { ,..., } { , } { ,..., }n na b a a c d b b , т.е. количество концевых точек во 

множествах A и B различно.  

Проведем доказательство для случая 1a a=  и 1{ ,..., } ( , )nb b c d . В остальных 

случаях доказательство аналогично. Не нарушая общности, будем считать, что 

1 ... nb b  . Возьмем две последовательности 
1ky b

k


= −  и 

1'ky b
k


= + , причем δ 

выбрано так, что 1y c=  и 1 2y b . Рассмотрим множество 
1 1{ } { }k k k kF y y 

= =
= . 

Тогда для любой функции 
, [ , ]p Bf C c d  выполнено 

21 1 2| { ( ), ( ), ( ), ( ),...} .Ff f y f y f y f y c =   

Для произвольного элемента { }ih h c=   и k  определим линейную функцию 

kl , заданную на промежутке 1[ , ]k ky y + , такую что 2( )k k kl y h= , а 1 2 2( )k k kl y h+ += . 

Аналогично определим функцию kl  , заданную на промежутке 1[ , ]k ky y+
  , такую 

что 1 2 1( )k k kl y h+ +
  = , 2 1( )k k kl y h −

  =  и 0 1l h   на промежутке 1[ , ]y d .  

Рассмотрим оператор 
,: [ , ]p BP c C c d→ , определенный формулой 

1

1

0 1

1

( ), если [ , ],

( ), если [ , ],
( )( )

( ), если [ , ],

lim , если .

k k k

k k k

k
k

l y y y y

l y y y y
P h y

l y y y d

h y b

+

+

→

 
   

=   
 =

 

Поскольку значения линейных функций kl  и kl   непрерывно зависят от значе-

ний на концах промежутка, оператор P является непрерывным. Линейность этого 

оператора очевидна. 

Теперь рассмотрим оператор 
0

, ,: [ , ] ([ , ] | )p B p BS C c d c C c d F→  , действующий 

по формуле  

( | , ( | ))F FSf f f P f= − . 

Нетрудно проверить, что такой оператор является линейной непрерывной би-

екцией. Обратный оператор 
1 0

, ,: ([ , ] | ) [ , ]p B p BS c C c d F C c d−  → , действующий по 

правилу 
1( , ) ( )S h f f P h− = + , 

также является линейной непрерывной биекцией. Следовательно,  
0

, ,[ , ] ([ , ] | ).p B p BC c d c C c d F   
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Обозначим 1[ , ]k k kI y y+
  = , 1[ , ]k k kI y y +=  и каждому элементу 0

, ([ , ] | )p Bf C c d F  

поставим в соответствие две последовательности 
1 1{ | } , { | }k k k kf I f I 

= =
  и функ-

цию 
1[ , ]| y df  . 

Тогда получим  

0 0

0 0 0 0

, 1 1 , 1 1

1 1

([ , ] | ) ( | { , }) ( |{ , }) ([ , ] | { }).p B p k k k p k k k p B

k kc c

C c d F C I y y C I y y C y d y
 

+ +

= =

   
         

   
   

Поскольку [0,1]k kI I  , то  

0

0 0 0

, , 1 1

1

([ , ] | ) ([0,1] |{0,1}) ([ , ] | { }).p B p p B

k c

C c d F C C y d y


=

 
   

 
  

Следовательно,  

0

0 0

, , 1 1

1

[ , ] ([0,1] |{0,1}) ([ , ] | { }).p B p p B

k c

C c d c C C y d y


=

 
    

 
  

Для пространства 
, [ , ]p AC a b  возьмем последовательность 

1kx a a
k k

 
= + = + , 

причем δ выбрана так, что 1 2x a . Рассмотрим множество 
1{ }k kF x 

=
 = . Тогда 

аналогично предыдущему получим 

0

0 0 0

, , , 1 1

1

[ , ] ([ , ] | ) ([0,1] |{0,1}) ([ , ] | { }).p A p A p p A

k c

C a b c C a b F c C C x b x


=

 
     

 
  

Так как выброшенных точек в отрезках 1[ , ]x b  и 1[ , ]y d одинаковое число, то, 

применяя рассуждения из п. А), получаем, что  
0 0

, 1 1 , 1 1([ , ] | { }) ([ , ] | { })p A p BC x b x C y d y  . 

Следовательно, 
, ,[ , ] [ , ]p A p BC a b C c d . 

Теорема 2. Если n ≠ m, то пространства 
, [ , ]p AC a b  и 

, [ , ]p BC c d  не являются 

линейно гомеоморфными.  

Доказательство. По теореме 1 мы можем ограничиться случаем 1{ ,..., } ( , )mb b c d . 

Пусть 1[ , ] \{ ,..., }nA a b a a= , 1[ , ] \{ ,..., }mB c d b b=  и n > m. Предположим, суще-

ствует линейный гомеоморфизм 
, ,: [ , ] [ , ]p A p BT C a b C c d→ . Тогда оператор 

* * *

, ,: [ , ] [ , ]p B p AT C c d C a b→ , действующий по правилу *T T =  , – тоже линей-

ный гомеоморфизм. По следствию из теоремы о замкнутом графике для линей-
ного отображения в банаховых пространствах получаем, что отображение 

: [ , ] [ , ]T C a b C c d→  является линейным гомеоморфизмом, * * *: [ , ] [ , ]T C c d C a b→  

действует по той же формуле *T T =   и также является линейным гомеомор-

физмом пространств *[ , ]C c d  и *[ , ]C a b . 

Заметим, что если 
*

, [ , ]p AC a b , то 

11 ...
lx l x =   + +  , 

где ix A  и ( )
ix if f x = . Так как 

ia A , то *[ , ]
ia C a b  , но *

, [ , ]
ia p AC a b   для 

1,...,i n= . 
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Если *[ , ]C c d , то  

( ) ( ) ( )

d

g

c

Tf Tf Tf y dg =  =  , 

где g – функция ограниченной вариации на промежутке [ , ]c d , такая что ( ) 0g c =  

и ( ) ( 0)g y g y= +  для любого ( , ]y c d  [3. С. 384]. 

Для каждого i n  существует функция [ , ]ig c dV , такая что 1 *( )
i ia gT −  =   

и ( ) ( 0)i k kg b g b= +  для 1,...,k m= . 

По свойствам интеграла Стилтьеса 

1 1 11 ......
n n ng n g g g + +  + +  =  . 

Покажем, что существуют константы 1,..., n  , такие что функция 

1 1 ... n ng g g=  + +  непрерывна в точках 1,..., mb b  и 2 2

1 ... 0n + +  . Непрерыв-

ность означает, что выполняются следующие равенства: 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ... ( ) ( 0) ... ( 0),

( ) ... ( ) ( 0) ... ( 0).

n n n n

m n n m m n n m

g b g b g b g b

g b g b g b g b

 + + =  − + + −


 + + =  − + + −

 

Получаем однородную систему m уравнений с n неизвестными, где n > m.  

В этом случае система имеет ненулевое решение. Не нарушая общности, можно 

считать, что 1 0  . 

Зададим последовательность непрерывных функций 1 ,{ } [ , ]j j p Af C a b

=  : 

1( ) 1, ( ) 0,j jf a f x= =  если 
1 1( , )x a a

j j

 
 − +  и 0   задано так, что 1 2a a+   . 

Ясно, что в пространстве 
, [ , ]p AC a b  последовательность 0jf →  при j →  и 

1jf = . 

Для каждого j , с одной стороны, 

1 1

1

1 * 1

1 1

1 1 1 1

( ) ( ... )( ) (( ... ) )( )

( ... )( ) ( ) ... ( ) 0.

n n

n

a n a j a n a j

a n a j j n j n

T Tf T Tf

f f a f a

− −  + +  =   + +  =

=   + +  =  + + =  
 

С другой стороны, получаем 

1 1

1 1 2

1 1 1

1 *

1 1( ) ( ... )( ) ( ... )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) .

n n

m

m

m

m m

a n a j g n g j g j

b b b b
d k k k k

j j j j j

c c
b b b

k k k

b
dk

j j

b b
k k

T Tf Tf Tf

Tf y dg Tf y dg Tf y dg Tf y dg Tf y dg

Tf y dg Tf y dg

−

−

   
− + − −

  
− + +


+

 
− +

  + +  =   + +  =  =

= = + + + + +

+ +

    

 
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По свойствам интеграла Стилтьеса [4. С. 218]) для всех 1,...,i m=  и k  

 ( ) max | ( ) |

i i i i

i i i i

i

i

b b b b
k k k k

b b b b
k k k k

b
k

j j j j
c y d

b
k

Tf y dg Tf y g Tf g T f g T g

   
+ + + +

   
− − − −


+

 


−

  =     =  V V V V  (1) 

По определению функции ( )

y

c

y g=Vv , получим 

( ) ( )

i

i

b
k

b
k

i ig b b
k k


+


−

 
= + − −V v v . 

Известно, что если функция g непрерывна в некоторой точке y, то функция v
также непрерывна в точке y [4. С. 210]. Поэтому для некоторого 0k   выполнено 

0

0

1

0 0

| |
( ) ( )

2

i

i

b
k

b
k

i ig b b
k k m T


+


−

 
= + − − 


V v v . 

Тогда, учитывая (1), получим 

0

0

1 1

1

| | | |
( )

2 2

i

i

b
km

j

i
b

k

Tf y dg T m
m T


+

= 
−

 
  =


  . 

Рассмотрим интегралы вида: 

1 1
0 0

0 0

( ) , ( ) , ( )

i

i m

b b
k k d

j j j

c
b b

k k

Tf y dg Tf y dg Tf y dg

+

 
− −

 
+ +

   . 

Каждый из этих m + 1 интегралов представляет собой линейный непрерывный 

функционал *

1

0 0

[ , ]i i iC b b
k k

−

 
  + − , (

0

0

b
k


+  считаем равным с, а 

1

0

mb
k

+


−  счи-

таем равным d). Поскольку слабая сходимость ограниченных последовательно-

стей в пространствах ( )C K  совпадает с поточечной сходимостью [5. С. 288], то 

для всех 1,..., 1i m= +  выполнено ( ) 0i jf →  при j → . Следовательно, суще-

ствует такое 0j , что каждый из этих интегралов будет меньше 1| |

2( 1)m



+
. 

Таким образом,  

1 0

1 *

1 1 1| | | ( ) ( ... )( ) | | |
na n a jT Tf− =   + +    . 

Это противоречие завершает доказательство теоремы.  

Обозначим через ( , )pUC a b  ( ), )[pUC a b  пространство равномерно непрерывных 

вещественнозначных функций, заданных на интервале ( , )a b  ( )[ , )a b  и наделенное то-

пологией поточечной сходимости. Нетрудно видеть, что ( )( , ) ( , ) | [ , ]p pUC a b C a b a b= . 

Так как ( ) ,( , )[ , ]( , ) | [ , ]p p a bC b a b C aa b , то из теоремы 2 получаем такое следствие. 
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Следствие 1. ( , ) [ , )p pUC a b UC a b , т.е. пространства равномерно непрерыв-

ных функций, определенных на интервале ( )a, b  и полуинтервале  )a, b , не яв-

ляются линейно гомеоморфными. 

Следствие 2. [ , )( ) 0p pUC UC + .  
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