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Аннотация. Рассматриваются собственные значения и соответствующие им соб-

ственные функции краевой задачи с условием Франкла для эллиптического урав-

нения с негладкой линией смены типа в специальной области. Доказывается не-
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Abstract. In this work, eigenvalues and eigenfunctions of the boundary value problem 

with the Frankl condition for an elliptic-hyperbolic type equation in a special domain  

are considered. In the elliptic part of the domain, using polar coordinates and the method 

of separation of variables, we derive the spectral problems for the ordinary differential 

equations. By solving these problems, we obtain the eigenvalues and eigenfunctions  

of the formulated problem. Furthermore, we prove that the system of eigenfunctions  

is incomplete in the L2   space, which means that not every square-integrable function  

in the domain can be represented as a series expansion in terms of these eigenfunctions. 

This incompleteness is demonstrated by constructing a specific function orthogonal  

to the entire system of eigenfunctions. 

By exploring the spectral properties of mixed-type equations, this paper contributes to  

a broader understanding of how solutions behave in domains with varying types of dif-

ferential operators. The study highlights the challenges posed by the change in operator 
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type, emphasizing the difficulties in obtaining a complete and comprehensive eigenfunction 

system. The research expands on previous works in the field of spectral analysis for mixed-

type equations, particularly with respect to the role of spectral parameters and their im-

pact on the completeness of the solution space. This research provides valuable insights 

into the mathematical and physical implications of mixed-type boundary value problems. 

Keywords: mixed-type equations with a spectral parameter, eigenvalues, eigenfunctions, 

boundary value problem, uniqueness of the solution, spectral problem 
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Введение 
 

Со второй половины 70-х гг. прошлого столетия очень хорошо и интенсивно 

изучались краевые задачи для уравнений смешанного типа со спектральным па-

раметром. Одна из причин этого состоит в том, что некоторые многомерные ана-

логи основных краевых задач для уравнений смешанного типа могут быть изуче-

ны [1] путем их сведения (с помощью преобразования Фурье) к задачам для 

уравнений со спектральным параметром. Существование и единственность  

решения различных задач для уравнений смешанного типа изучались этим же 

методом в работах [2, 3] в трехмерных областях. 

Изучение спектральных свойств краевых задач для уравнений такого типа 

началось с работы Т.С. Кальменова [4], в которой он доказал существование хотя 

бы одного собственного значения задачи Трикоми для уравнения Лаврентьева–

Бицадзе. Позднее Е.И. Моисеевым [5] были найдены участки, в которых нет соб-

ственного значения задачи Трикоми для серий смешанных уравнений. В работе 

С.М. Пономарева [6] найдены собственные функции и собственные значения 

задачи Трикоми для уравнения sign 0xx yyu y u u+ − =  в специальной области. 

По изучению спектральных свойств локальных краевых задач для уравнений 

смешанного типа отметим работы К.Б. Сабитова и В.В. Тихомирова [7, 8]. 

В настоящее время исследований спектральных свойств нелокальных задач 

для смешанных уравнений эллиптико-гиперболического типа со спектральным 

параметром мало. Отметим лишь работы [9–14]. 

В данной работе мы найдем собственные значения и соответствующие им 

собственные функции краевой задачи с условием Франкла для эллиптико-

гиперболического уравнения с негладкой линией изменения типа в специальной 

области, а также докажем неполноту системы собственных функций рассматри-

ваемой задачи в пространстве L2. 
 

1. Постановка задачи 
 

В данной работе в конечной односвязной области Ω плоскости xOy, ограни-

ченной при x ≥ 0, y ≥ 0 и x ≤ 0, y ≤ 0 дугами σ1 и σ2 окружности x2 + y2 = 1, с кон-

цами в точках 1(0,1)A , 1(1,0)B  и 2 (0, 1)A − , 2 ( 1,0)B −  и отрезками 1OA  и 2OB  

прямых x = 0, y = 0 соответственно, а при x ≥ 0, y ≤ 0 отрезком 1 2B A
 
прямой x – y = 1, 

будут поставлены краевые задачи для уравнения  
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( )

2 2

2 2

1 2

sign( ) sign sign 0,

( , ) \ ,

u u
x y x y u

x y

x y OA OA OC

  
+ + +  =    

  

 (1)  

где λ – заданное действительное число, и исследована однозначная разрешимость 

поставленных задач. 

Кроме того, будут найдены собственные значения и собственные функции 

этих задач и исследована полнота системы собственных функций. При этом ис-

пользуются следующие обозначения: ( 0),x y+ =  +   0 ( 0),y+ + =   

1 ( 0);y+ + =     ( 0),x y− =  +   0 ( 0),x− − =     1 ( 0);x− − =     

 ( , ) : 0,0 (1/ 2)OD x y x y x= + =   . 

Уравнение (1) в области Ω принадлежит смешанному типу, а именно: в обла-

стях 0
  – эллиптическому типу, а в областях 1

  – гиперболическому типу. От-

резки 2OA  и 1OB  являются линиями изменения типа уравнения, а OD – линией 

разрыва последнего коэффициента уравнения.  

При этом используются следующие обозначения: ( 0),x y =  −   

( 0),x y+ =  +   2 ( 0),y+ + =     3 ( 0);y+ + =     ( 0),x y− =  +   

2 ( 0),x− − =     3 ( 0);x− − =     3 1 ( 0)x y =   −  , 4 2 ( 0)x y =   −  ; 

3OA  4( )OA , 1,OB  2OA , OD – отрезки 0x y− = , 0y = , 0x = , 0x y+ =  соответ-

ственно, где (0,0),O  ( )1/ 2, 1/ 2 ,D −  1(1,0),B  2 (0, 1),A −  ( )3 1/ 2,1/ 2A , 

( )4 1/ 2, 1/ 2A − − . 

Задача Θλ. Найти значения параметра λ и соответствующие им нетривиаль-

ные в области Δ решения уравнения  

 

( )

2 2

2 2

1 2

sign( ) sign sign 0,

( , ) \ ,

u u
x y x y u

x y

x y OA OA OC

  
+ + +  =    

  

 (1) 

из класса , удовле-

творяющие условиям 

 3 3( , ) 0, ( , ) ; ( , ) 0, ( , ) ;u x y x y u x y x y OA
n


=  = 


 (2) 

 4 4( , ) 0, ( , ) ; ( , ) 0, ( , ) ;u x y x y u x y x y OA
n


=  = 


 (3) 

 ( )(0, ) / 2, / 2 0, 0 1,u x u x x x− + =    (4) 

где n – внутренняя нормаль к 3OA
 
и 4OA . 

Те значения параметра λ, которые требуется найти в задачах Θλ, называются 

собственными значениями, а соответствующие им нетривиальные функции – 

собственными функциями задачи Θλ. 

( ) ( )1 2
3 4 1 2( ) ( ) \ \ ( )C C OA OA OD C OB OA OD       
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Пусть λ0 есть какое-нибудь собственное значение задачи Θλ, а 0 ( , )u x y  – соот-

ветствующая ему собственная функция. Введем обозначения ( , ) ,x y y =  = −
 

( , )x y x =  = −  и  

0
0

0

( , ), ( , ) ;
( , )

( , ), ( , ) .

u x y x y
u x y

u x y x y

+ +

− −

 
= 



 

Очевидно, что если ( , )x y + , то ( , ) −   . Учитывая это, в области +  

введем в рассмотрение функцию  

0 0 0( , ) ( , ) ( , ), ( , ) .x y u x y u x y+ − + = −   
 

Пользуясь свойствами функций 0 ( , )u x y+  и 0 ( , ),u−    краевыми условиями (2), (3) 

и 0 0( , ) ( , ), 0 1/ 2,u x x u x x x+ −− = −    нетрудно убедиться в том, что функция 0 ( , )x y  

удовлетворяет условиям  

 

1 2
0 3 1

0 0 0 0 1

0 1

0
3

( , ) ( ) ( ) ( \ );

sign 0, ( , ) \ ;

( , ) 0, ( , ) ;

( , )
0, ( , ) .

xx yy

xx

x y C C OA C OB

y x y OB

x y x y OD

x y
x y OA

n

+ + +

+

       


 +  +   =  
 =  


 = 
 

 (5) 

Одной из функций, удовлетворяющих условию (5), является функция 

0 ( , ) 0,x y   ( , )x y + , откуда следует, что 0 ( ,0) 0,x =  0 1x  , т.е. 

0 0( ,0) (0, ) 0, 0 1u x u x x+ −− − =   . Учитывая это и условие (4), имеем  

 0 0( ,0) (0, ) 0, 0 1.u x u x x+ ++ =    (6) 

Из свойства функции 0 ( , )u x y+
 и равенства (6) следует, что функция 0 ( , )u x y+

  

в области 3
+  удовлетворяет уравнению  

0 0 0 0 0,xx yyu u u+ +  =
 

а на ее границе – условиям (6) и 

0 3 0 3( , ) 0, ( , ) ; ( , ) 0, ( , ) .u x y x y u x y x y OA
n


=  = 


 

Отсюда следует, что собственные значения и собственные функции задачи Θλ 

в области 3
+  являются также собственными значениями и собственными функ-

циями следующей задачи. 

Задача Ψλ. Найти значения параметра λ и соответствующие им нетривиальные 

в области 3
+  решения уравнения (1) из класса 1 2

3 3 3 3( ) ( ) ( )C C OA C+ + +      , 

удовлетворяющие условиям 

3 3( , ) 0, ( , ) , ( / ) ( , ) 0, ( , )u x y x y n u x y x y OA=    = 
 

и  

( ) 1( ,0) / 2, / 2 0, ( ,0) ,u x u x x x OB+ =   

где n – внутренняя нормаль к 3OA . 
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2. Результаты и исследования 

 

 В области 3
+  переходим к полярным координатам  

 cos , sin (0 1, 0 / 2)x r y r r=  =         (7) 

и решение задачи Ψλ ищем в виде: 

 ( ) ( ) ( ), 0.u x y R r=     (8) 

Тогда из задачи Ψλ относительно функций ( )R r  получим задачу на собственные 

значения:  

 
2 2 2''( ) '( ) ( ) ( ) 0, 0 1,r R r rR r r R r r+ +  − =     (9) 

и (0) 0,R =  (1) 0,R =  а относительно ( )   – задачу с условиями  

 ( ) ( )2 0, 0 / 2,  +   =      (10) 

 ( ) ( )/ 4 0, (0) / 4 0.  =  +  =  (11) 

Решением уравнения (9), удовлетворяющим условию (0) 0R = , является 

функция  

 ( )( ) , Re 0.R r J r=     (12) 

Пользуясь общим решением  

( ) cos( ) sin( )a b  =  +   

уравнения (10) и Re 0  , нетрудно убедиться, что нетривиальные решения за-

дачи {(10), (11)} существуют при 8 4,n n n N =  = −  , и они определяются 

равенствами  

  ( ) cos (8 4) , ,n na n n N  = −    (13) 

где 0an   – произвольные постоянные. 

Подставляя 8 4n n =  = − , ,n N  в решение  

( ) ( )/ 2 0, (0) / 2 0  =  +  =  

уравнения (9) и удовлетворяя условию (1) 0R = , имеем уравнение  

 ( )8 4 0, ,nJ n N−  =   (14) 

относительно λ. Обозначая через ,n m  – m-й положительный корень уравнения (14), 

находим собственные значения 2
, ,n m n m =   задачи Ψλ.  

Собственные функции задачи Ψλ, соответствующие собственным числам ,n m , 

в силу (8), (12), (13) и 8 4n n =  = −  имеют вид: 

 
( )

, ,

2 2
8 4 , 3

( , ) cos[(8 4) ]

, ( , ) , , ,

n m n m

n n m

u x y a n

J x y x y n m N+
−

= −  

  +  
 (15) 

где , 0n ma   – произвольные постоянные.  

Теорема 1. Система собственных функций , , 1{ ( , )}n m n mu x y 
=  задачи Ψλ, опре-

деляемая формулой (15), не полна в пространстве 2 3( )L + .  
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В самом деле, каждая функция вида ( , ) sin[(8 4) ]pf x y r p= −  , p const N=  , 

ортогональна ко всем функциям системы (15) в 2 3( )L + .   

Пользуясь функциями (15) и формулами  

/2 /2 2 2
1 2 11 1( , ) ( ) , ( , ) ;u x y k T k T J x y x y − +


  = +  − 

    
. 

/2 /2 2 2
3 4 12 2( , ) ( ) , ( , ) ,u x y k T k T J y x x y − −


  = +  − 

    
 

можно убедиться, что числа 2
, ,n m n m =   являются собственными значениями 

задачи Θλ, а собственные функции этой задачи определяются равенствами   

 

2 2
, 8 4 , 3

(4 2)4 2 2 2
, 1 8 4 , 21

,
(4 2)4 2 2 2

, 2 8 4 , 22

2
, 8 4 ,

cos[(8 4) ] , ( , ) ;

1
, ( , ) ;

2
( , )

1
, ( , ) ;

2

cos[(8 4) ]

n m n n m

nn
n m n n m

n m
nn

n m n n m

n m n n m

a n J x y x y

a T T J x y x y

u x y

a T T J y x x y

a n J x y

+
−

− −− +
−

− −− −
−

−

 −   + 
  

  −  − 
    

=
  −  − 

    

−   + 2
3( ,, , )x y −











  
  

 (16) 

где , 0n ma   – произвольные постоянные, ,n m N ; Re 0  , 1 ( ) / ( )T x y x y= − + , 

2 ( ) / ( )T y x y x= − + . 

Теорема 2. Система собственных функций , , 1{ ( , )}n m n mu x y 
=  задачи Θλ, опре-

деляемая формулой (16), не полна в пространстве 2 ( )L  . 

Доказательство. В области   рассмотрим функцию  

3 3

2 2

2 2

3 3

( , ), ( , ) ;

( , ), ( , ) ;
( , )

( , ), ( , ) ;

( , ), ( , ) ,

F x y x y

F x y x y
F x y

F x y x y

F x y x y

+ +

+ +

− −

− −

 



= 






 

где 2( , ) ( ), 2,3j jF x y L j   = , и интеграл   

 

3

, ,

2

3

, 3 2 2 3

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

n m j n m

j

j n m

j

j

j

L F x y u x y dx dy F x y u x y dx dy

F x y u x y dx dy L L L L

+

= 

− + + − −

=


+

−

= = +

+ = + + +

 

 

 (17) 

Переходя к полярным координатам (7) в 3L+  и 3L− , получим  

 

1
8 3

3 2 8 4 , 3

0 0

( ) ( , / 4)cos[(2 1) ] ,n
n n mL c J r r dr f r n d


+ − +

−=   −     (18) 
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1 6
8 3

3 2 8 4 , 3

0 5

( ) ( , / 4)cos[(2 1) ] ,n
n n mL c J r r dr f r n d


− − −

−



=   −     (19) 

где 8 4
3 3 2 , ,( , / 4) ( cos , sin ), 4 , ( / 2) / [4 (4 1)]n

n m n mf r F r r c a n  − =    =  =   − .  

В интеграле 2L+  произведем замену переменных ,x y x y = +  = −  аналогич-

но тому, как это сделано в доказательстве теоремы [14], получим  

 ( ) ( )( )
1 1

8 3 8 3 8 5
2 2 8 4 , 2

0

, / .n n n
n n m

q

L c J q q dq f qs q s s s ds+ − + − + −
−=  +   (20) 

Полагая ,x y x y = − −  = −  в интеграле 2L− , аналогично находим  

 ( ) ( )( )
1 1

8 3 8 3 8 5
2 2 8 4 , 2

0

, / ,n n n
n n m

q

L c J q q dq f qs q s s s ds− − − − + −
−=  +   (21) 

здесь ( )2 2, / ( , )f qs q s F x y = .  

Подставляя (18)–(21) в (17), будем иметь 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
8 3

2 8 4 , 3

0 0

6 1
8 3

3 2 8 4 ,

5 0

1
8 3 8 5

2 2

, / 4 cos[(2 1) ]

, / 4 cos[(2 1) ]

, / , / .

n
n n m

n
n n m

n n

q

L c J r r dr f r n d

f r n d c J q q dq

f qs q s f qs q s s s ds


− +

−


− −

−



+ − − + −


=   −  +




+  −   +  



  + +
 

 

 



 (22) 

Пусть ( )  3 , / 4 sin (2 1) ,pf r r p  = −   const ;p N=   ( ) ( )2 2, / , / 0f qs q s f qs q s+ −= − 

. Тогда из (22) следует, что L = 0. Следовательно, существует функция 

2( , ) ( )F x y L  , и ( , ) 0F x y   в  , которая ортогональна ко всем функциям си-

стемы (16). Теорема 2 доказана.  
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