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мального быстродействия сформулирован в виде численного алгоритма, который позволяет получить реше-

ние оптимизационной задачи без необходимости выбора начального приближения. Работа алгоритма апроби-

рована на промышленно значимом процессе синтеза фталевого ангидрида. 
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Abstract. The problem of finding the optimal control speed for a chemical process, the dynamics of which is  

described by a system of nonlinear differential equations, is considered. The temperature of the reaction mixture acts 
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as a control action. To solve the problem, it is proposed to apply the differential evolution method. The proposed 

method for solving the problem of optimal control speed is formulated as a numerical algorithm that allows obtaining 

a solution to the optimization problem without the need to select an initial approximation. The algorithm has been 

tested on an industrially significant process of phthalic anhydride synthesis. 

Keywords: optimal speed problem; chemical process; differential evolution method. 
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Введение 

 

При исследовании процессов химической технологии часто возникает необходимость в решении 

оптимизационных задач. Одна из таких задач – задача оптимального быстродействия, в которой требу-

ется выбрать значения управляющих параметров в каждый момент времени, чтобы перевести процесс 

из заданного начального состояния в заданное конечное состояние за минимальное время. К данному 

классу задач относятся задачи поиска оптимального управления периодическими химико-технологи-

ческими процессами, задачи наискорейшего перевода процесса с одного режима эксплуатации на дру-

гой, задачи выбора оптимального температурного профиля в реакторе идеального вытеснения и др. 

Одной из трудностей, возникающих при решении задач на основе математического описания 

химических процессов, является нелинейность их динамики. Наиболее часто математическую модель 

химического процесса представляют в виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений, 

содержащую экспоненциальную зависимость константы скорости реакции от температуры [1, 2]. Не-

линейность математических моделей химических процессов усложняет их исследование и управле-

ние и приводит к необходимости применения специальных подходов. Поэтому актуальной является 

разработка методов и алгоритмов поиска оптимального по быстродействию управления химическими 

процессами. 

Одним из методов, применяемых для решения нелинейных задач оптимального быстродей-

ствия, является принцип максимума Понтрягина [3]. С помощью принципа максимума исходная за-

дача сводится к краевой задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, решение 

которой связано с выбором начальных значений сопряженных переменных. Основная трудность при-

менения данного метода при решении задач оптимального управления химическими процессами – 

необходимость определения начальных условий для решения сопряженной системы с учетом физико-

химического смысла задачи. 

При управлении химическими процессами в большинстве случаев достаточно иметь прибли-

женное решение оптимизационной задачи ввиду необходимости оперативного реагирования на быст-

ро меняющиеся условия протекания процесса. Поэтому для решения задачи быстродействия можно 

применить методы эволюционных вычислений, успешно зарекомендовавшие себя при решении прак-

тических задач, когда традиционные методы неэффективны [4, 5]. Один из таких методов – метод 

дифференциальной эволюции [6]. Данный метод является прямым и не зависит от начального при-

ближения решения задачи. Отсутствие чувствительности метода дифференциальной эволюции  

к начальному приближению достигается за счет того, что на каждой итерации оптимизируется не од-

но возможное решение, а одновременно рассматривается их совокупность, что позволяет увеличить 

область поиска. Метод дифференциальной эволюции имеет меньшее количество настраиваемых па-

раметров, в отличие от других методов эволюционного поиска, таких как генетические алгоритмы, 

метод искусственных иммунных систем и др. В работе [7] показано, что для решения оптимизацион-

ных задач с помощью метода дифференциальной эволюции затрачивается меньше времени по срав-

нению с другими стохастическими методами оптимизации. 
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Цель работы – разработка численного алгоритма определения решения задачи оптимального 

быстродействия для химического процесса на основе метода дифференциальной эволюции.  
 

1. Постановка задачи 
 

Пусть математическое описание химического процесса представляет собой систему обыкно-

венных дифференциальных уравнений 

 ( ( ), ( ), ),
dx

f x t u t t
dt

=  (1) 

с начальными условиями 

 
0(0) ,x x=  (2) 

где 
T

1( ) ( ( ),..., ( ))nx t x t x t=  – вектор концентраций веществ (фазовые переменные), u(t) – параметр 

управления, [0, ]t T  – время, 1 2( ( ), ( ), ) ( ( ( ), ( ), ), ( ( ), ( ), ),..., ( ( ), ( ), ))nf x t u t t f x t u t t f x t u t t f x t u t t=  – вектор-

функция, непрерывная вместе со своими частными производными. 

Пусть заданы значения концентраций веществ в конечный момент времени :t T=  

 
1( ) .x T x=  (3) 

Параметром управления u(t) могут выступать температура реакционной смеси, давление, ско-

рость подачи реагентов и др. Рассмотрим в качестве управления u(t) температуру реакции, на значе-

ния которой наложены ограничения  

 min max( ) , [0, ].u u t u t T    (4) 

Будем искать температуру реакции u(t) в классе кусочно-постоянных функций. Разобьем отре-

зок [0, T] точками 1 2, ,..., st t t  так, что 0 1 1... ,st t t +    0 0,t =  1 .st T+ =  На каждом из отрезков 1[ , ]j jt t t +  

температура принимает постоянное значение ( ) .ju t u=  

Требуется определить температурный режим u(t) ( [0, ]),t T  удовлетворяющий условию (4)  

и переводящий химический процесс, описываемый системой (1), из начального состояния (2) в ко-

нечное состояние (3) за минимальное время, т.е. минимизирующий целевой функционал 

 ( ) .G u T=  (5) 

 

2. Алгоритм дифференциальной эволюции для решения задачи оптимального быстродействия 
 

Сформулируем алгоритм поиска решения задачи (1)–(5) на основе метода дифференциальной 

эволюции. Работа метода основана на имитации эволюционных процессов, которым подвергаются 

векторы-индивиды [8, 9]. Функцией приспособленности, определяющей пригодность вектора-индивида 

в качестве решения задачи, выступает целевая функция. Обычно условием окончания расчетов явля-

ется достижение заданного пользователем максимального количества итераций.   

Введем в рассмотрение векторы-индивиды pi ( 1, ),i m=  образующие популяцию и являющиеся 

потенциальным решением задачи быстродействия. В качестве компонентов каждого вектора-индивида 

зададим управление ( ),j ju u t=  [0, ],jt T  0, ,j s=  0 0,t =  1 ,st T+ =  и продолжительность химической 

реакции: 

 
, 0, ,

, 1,

ij
ij

u j s
p

T j s

 =
= 

= +

 (6) 

где 1, .i m=  

Пусть функцией приспособленности является не целевой функционал (5), а функция вида: 

 1 2

1

( ) ( ) ,
n

k
k i i

i

Q p x x
=

= −  (7) 
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где 1 2, ,...,k k k
nx x x  – значения концентраций веществ, вычисленные путем решения системы дифферен-

циальных уравнений (1) с начальными условиями (2) для вектора-индивида pk в конечный момент 

времени 1k st p +=  и кусочно-постоянного управления c узлами 0 1( , ,..., ).i i isp p p  Чем меньше значение 

Q(pk), тем точнее выполнены терминальные условия (3), поэтому вектор-индивид pk является более 

приспособленным и больше других подходит в качестве решения задачи быстродействия. 

Зададим в качестве критерия останова выполнение неравенства для некоторого вектора-

индивида pk текущей популяции: 

 ( ) ,kQ p    (8) 

где ε – заданный пользователем параметр. 

Условие (8) может быть выполнено при нескольких возможных температурных режимах. По-

этому будем заносить возможные решения задачи быстродействия в отдельный массив векторов-

индивидов vectors. В конце работы алгоритма из векторов-индивидов массива vectors выберем тот 

вектор pk, у которого последний компонент 1,k sp +  соответствующий продолжительности химической 

реакции, принимает наименьшее значение. Выбранный вектор-индивид будет приближенным реше-

нием задачи оптимального быстродействия (1)–(5). 

Алгоритм дифференциальной эволюции для решения задачи (1)–(5) состоит из следующих шагов. 

Шаг 1. Задать параметры алгоритма: m – количество векторов-индивидов в популяции, T  – 

максимальная продолжительность химической реакции, s – количество точек разбиения отрезка 

[0, ],T  [0,1]kross  – параметр скрещивания (кроссовера), [0,5;1]mut  – параметр мутации, ε – пара-

метр окончания вычислений. 

Шаг 2. Сгенерировать популяцию векторов-индивидов 0 1 1( , ,..., , ),i i i is i sp p p p p +=  где 

 
min max min( ), 0, ,

, 1.

ij

ij

ij

u u u j s
p

T j s

 +  − =
= 

 = +

 (9) 

Здесь [0,1]ij   – случайное число, 1, .i m=  

Шаг 3. Рассчитать приспособленность каждого вектора-индивида pi ( 1, ).i m=  Для этого найти 

численное решение системы дифференциальных уравнений (1) с шагом разбиения интервала времени 

1[0, ],i sp +  равным 
1

.
i sp

s

+
  

Шаг 4. Проверить условие (8) для каждого вектора-индивида pi ( 1, ).i m=  Если оно выполнено, 

то поместить вектор pi в массив vectors. 

Шаг 5. Задать в качестве вектора-мишени первый вектор-индивид: 1.mishenp p=  

Шаг 6. Найти в популяции наиболее приспособленный вектор-индивид .prispp  

Шаг 7. Выполнить операцию мутации. Выбрать случайным образом два различных вектора-

индивида ,ap  ,bp  причем ,a mishenp p  ,b mishenp p  ,a prispp p  .b prispp p  Создать вектор-мутант 

:mutantp  

: ( ).mutant prisp a bp p mut p p= + −  

Шаг 8. Выполнить операцию скрещивания для вектора-мутанта и вектора-мишени. Создать 

пробный вектор :probp  

, ,
0, ,

, ,

mutant j j

prob j
mishen j j

p kross
p j s

p kross

 
= =

 

 

где [0,1]j   – случайное число. 
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Шаг 9. Вычислить значение функции приспособленности для пробного вектора ( ).probQ p  

Шаг 10. Проверить условие (8) для пробного вектора .probp  Если оно выполнено, то поместить 

пробный вектор в массив vectors. 

Шаг 11. Обновить популяцию. Если ( ) ( ),prob mishenQ p Q p  то в популяцию вместо вектора-

мишени поместить пробный вектор, т.е. .mishen probp p=  Иначе вектор-мишень mishenp  оставить в по-

пуляции.   

Шаг 12. Если в качестве вектора-мишени рассмотрены все векторы-индивиды текущей популя-

ции, т.е. ,mishen mp p=  то перейти к шагу 13. Иначе перейти к следующему в популяции вектору-

мишени 1mishen mishenp p +=  и перейти к шагу 6. 

Шаг 13. Проверить условие (8) для векторов-индивидов текущей популяции. Если условие (8) 

выполнено для вектора pi ( 1, ),i m=  то поместить ее в массив vectors и перейти к шагу 14. Иначе пе-

рейти к шагу 5. 

Шаг 14. Найти в массиве vectors вектор-индивид pk, у которого последний компонент принима-

ет наименьшее значение. В качестве наименьшей продолжительности химической реакции принять 

min 1,k sT p +=  а значениям температуры u(t) в дискретные моменты времени присвоить значения эле-

ментов kjp  ( 0, )j s=  согласно формуле (6). 

Сформулированный алгоритм дифференциальной эволюции для решения задачи оптимального 

быстродействия имеет следующие особенности: 

1) структура вектора-индивида включает в себя дискретные значения параметра управления и 

времени; 

2) функцией приспособленности вектора-индивида является не целевой функционал в форме (5), 

а отклонение между заданным конечным состоянием процесса (4) и вычисленным с помощью алго-

ритма; 

3) введен специальный массив vectors для запоминания наиболее приспособленных векторов-

индивидов, из которых в конце работы алгоритма выбирается решение с наименьшим значением 

времени; 

4) условием окончания вычислительного процесса является отклонение от терминального со-

стояния управляемого процесса. 

 

3. Вычислительный эксперимент 

 

Применим разработанный алгоритм для решения задач быстродействия на примере процесса 

получения фталевого ангидрида. На основе фталевого ангидрида производят различные красители, 

лекарственные препараты, инсектициды, присадки к смазочным маслам, добавки для авиационного 

топлива и др.  

Введем следующие обозначения: X1 – нафталин, X2 – нафтохинон, X3 – фталевый ангидрид, X4 – 

углекислый газ, X5 – малеиновый ангидрид. С учетом введенных обозначений совокупность химиче-

ских превращений процесса получения фталевого ангидрида можно описать последовательностью 

стадий [10]: 

 

1 2

2 4

1 3

1 4

2 3

3 5

,

,

,

,

,

.

X X

X X

X X

X X

X X

X X

→

→

→

→

→

→

 (10) 
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Кинетику процесса можно описать с помощью системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

 ( , , )i
i

dx
f t x u

dt
=  (11) 

с начальными условиями 

 
0(0) ,i ix x=  1,5,i =  (12) 

где 1 2 5( , ,..., )x x x x=  – вектор концентраций веществ (моль/л), [0, ]t T  – время протекания реакции (ч), 

u – температура реакции (К). 

Согласно закону действующих масс правыми частями системы дифференциальных уравнений (10) 

являются функции 

1 1 1 3 1 4 1

2 1 1 2 2 5 2

3 3 1 5 2 6 3

4 2 2 4 1

5 6 3

( , , ) ( ) ( ) ( ) ,

( , , ) ( ) ( ) ( ) ,

( , , ) ( ) ( ) ( ) ,

( , , ) ( ) ( ) ,

( , , ) ( ) ,

f t x u k u x k u x k u x

f t x u k u x k u x k u x

f t x u k u x k u x k u x

f t x u k u x k u x

f t x u k u x

= − − −

= − −

= + −

= +

=

 

где ( )jk u  – константа скорости j-й стадии (1/ч, 1,6j = ), зависящая от температуры u исходя из урав-

нения Аррениуса 

0( ) ,

jE

Ru
j jk u k e

 
− 
 =  

где k0j – предэкспоненциальный множитель (1/ч), Ej – энергия активации j-й стадии (Дж/моль),  

R – универсальная газовая постоянная (8,31 Дж/(моль·К)). 

Численные значения кинетических параметров реакции синтеза фталевого ангидрида приведе-

ны в работе [10]. 

Рассмотрим в качестве управления температуру реакции u(t), на значения которой наложены 

ограничения 

 620 K ( ) 644 K,u t   [0, ].t T  (13) 

Пусть начальные концентрации заданы значениями (моль/л) 

 1(0) 1,x =  (0) 0, 2,5.ix i= =  (14) 

Целевым продуктом реакции (10) является фталевый ангидрид X3. Пусть требуется, чтобы его 

концентрация в конце реакции составляла 0,77 моль/л: 

 3( ) 0,77.x T =  (15) 

Необходимо найти управление u(t) с учетом ограничений (13), переводящее процесс, описыва-

емый системой (11), из состояния (14) в состояние (15) за минимальное время Tmin.  

Для решения задачи (10)–(15) на языке программирования Delphi разработан программный 

комплекс, реализующий алгоритм метода дифференциальной эволюции. Алгоритм применен с пара-

метрами: размер популяции m = 50, максимальная продолжительность химической реакции 5T =  ч, 

количество точек разбиения интервала времени s = 50, параметр скрещивания kross = 0,7, параметр 

мутации mut = 0,8, параметр окончания расчетов ε = 0,01. 

В результате вычислений установлено, что наибольшее значение концентрации фталевого ан-

гидрида, равное 0,763 моль/л, можно получить за наименьшее время Tmin = 1,45 ч, если на протяжении 

всего процесса поддерживать минимальную допустимую температуру (рис. 1). Относительная по-

грешность выполнения терминального условия составила 0,91%. 

В табл. 1 представлены результаты решения системы дифференциальных уравнений (11) с на-

чальными условиями (14) при некоторых допустимых значениях температуры и времени протекания 

реакции. Из табл. 1 видно, что с помощью разработанного алгоритма вычислено наименьшее время 

процесса синтеза фталевого ангидрида при температуре u = 620 К, при этом 3( ) 0,763x T =  моль/л. 
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a                                                                                               b            

Рис. 1. Оптимальный температурный режим (a) и динамика концентраций веществ (b) в задаче (10)–(15) 

Fig. 1. Optimal temperature regime (a) and dynamics of substance concentrations (b)  in problem (10)–(15) 

 
Т а б л и ц а  1  

Значение концентрации целевого вещества X3, вычисленное при различных условиях протекания реакции 

u, К T, ч x3(T), моль/л 

620 

0,5 0,602 

1 0,746 

1,5 0,763 

2 0,754 

2,5 0,742 

3 0,728 

628 

0,5 0,632 

1 0,742 

1,5 0,742 

2 0,724 

2,5 0,703 

3 0,683 

636 

0,5 0,654 

1 0,728 

1,5 0,710 

2 0,680 

2,5 0,650 

3 0,621 

644 

0,5 0,666 

1 0,702 

1,5 0,663 

2 0,619 

2,5 0,577 

3 0,538 

 

Рассмотрим задачу быстродействия для процесса синтеза фталевого ангидрида, в которой зада-

на концентрация промежуточного вещества X2 в конце реакции, равная 0,3 моль/л: 

 2 ( ) 0,3.x T =  (16) 

С помощью разработанного алгоритма при 0,1 =  вычислены оптимальный температурный ре-

жим и соответствующие концентрации веществ (рис. 2). Наименьшее время процесса составило 0,186 ч, 

при этом концентрация нафтохинона равна 0,286 моль/л, что на 4,7% ниже заданного значения (16). 

В табл. 2 приведены значения концентрации нафтохинона, рассчитанные при варьировании 

продолжительности процесса для различных изотермических режимов. Из данных табл. 2 следует, 

что наиболее близкое значение концентрации нафтохинона к значению 0,3 моль/л (0,272 моль/л) 
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обеспечивается при постоянной температуре 628 К и продолжительности процесса, равной 0,2 ч.  

Однако погрешность выполнения условия (16) (9,3%) больше его погрешности для решения задачи, 

полученного с помощью алгоритма дифференциальной эволюции (4,7%). При этом время протека-

ния процесса превышает вычисленное наименьшее значение продолжительности процесса, равное 

0,186 ч.   
 

 
a                                                                                                    b            

Рис. 2. Оптимальный температурный режим (a) и динамика концентраций веществ (b) в задаче (10)–(14), (16) 

Fig. 2. Optimal temperature regime (a) and dynamics of substance concentrations (b) in problem (10)–(14), (16) 

 

Т а б л и ц а  2  

Значение концентрации промежуточного вещества X2, вычисленное при различных условиях протекания реакции 

u, К T, ч x2(T), моль/л 

620 

0,1 0,210 

0,2 0,268 

0,3 0,258 

0,5 0,179 

1 0,043 

628 

0,1 0,225 

0,2 0,272 

0,3 0,247 

0,5 0,155 

1 0,030 

636 

0,1 0,239 

0,2 0,271 

0,3 0,233 

0,5 0,130 

1 0,020 

644 

0,1 0,252 

0,2 0,266 

0,3 0,214 

0,5 0,107 

1 0,013 

 

Пусть теперь требуется определить управление u(t), при котором за наименьшее время полно-

стью израсходуется исходное вещество – нафталин, т.е. 

 1( ) 0.x T =  (17) 

Вычисления проведены с точностью 310 .− =  Расчеты показали, что реакцию следует прово-

дить при максимально допустимой температуре u = 644 К на протяжении 1 ч (рис. 3, a). При этом  

в реакционной системе останется 41,61 10−  моль/л исходного вещества (рис. 3, b).  
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a                                                                                               b            

Рис. 3. Оптимальный температурный режим (a) и динамика концентраций веществ (b) в задаче (10)–(14), (17) 

Fig. 3. Optimal temperature regime (a) and dynamics of substance concentrations (b) in problem (10)–(14), (17) 
 

Значение концентрации нафталина вычислено при некоторых допустимых значениях управле-

ния u и времени T (табл. 3). Проанализировав таблицу, можно заметить, что заданной точности вычис-

лений 
310− =  с наименьшим временем протекания реакции, равной 1 ч, удовлетворяют два темпера-

турных режима: u = 646 К (
4

1( ) 5,17 10x T −=   моль/л) и u = 644 К 
4

1( ( ) 1,61 10x T −=   моль/л). Однако 

точность выполнения терминального ограничения (14) выше во втором случае. Поэтому в качестве 

решения задачи быстродействия (10)–(14), (17) можно принять значения управления u и времени Tmin, 

вычисленные с помощью алгоритма дифференциальной эволюции. 

Т а б л и ц а  3  

Значение концентрации исходного вещества X1, вычисленное при различных условиях протекания реакции 

u, К T, ч x1(T), моль/л 

620 

0,5 0,60 ∙ 10–1 

1 3,59 ∙ 10–3 

1,5 2,15 ∙ 10–4 

2 1,29 ∙ 10–5 

2,5 7,72 ∙ 10–7 

3 4,63 ∙ 10–8 

628 

0,5 3,80 ∙ 10–2 

1 1,45 ∙ 10–3 

1,5 5,51 ∙ 10–5 

2 2,09 ∙ 10–6 

2,5 7,97 ∙ 10–8 

3 3,03 ∙ 10–9 

636 

0,5 2,30 ∙ 10–2 

1 5,17 ∙ 10–4 

1,5 1,17 ∙ 10–5 

2 2,67 ∙ 10–7 

2,5 6,06 ∙ 10–9 

3 1,38 ∙ 10–10 

644 

0,5 1,30 ∙ 10–2 

1 1,61 ∙ 10–4 

1,5 2,05 ∙ 10–6 

2 2,59 ∙ 10–8 

2,5 3,30 ∙ 10–9 

3 4,19∙ 10–12 
 

Исходя из результатов численных экспериментов, можно сделать вывод о корректной работе 

алгоритма поиска решения задачи оптимального быстродействия. Поэтому его можно применять  
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при исследовании закономерностей протекания химических процессов на основе их математических 

моделей.  

 

Заключение 

 

Таким образом, поиск решения задач оптимального быстродействия для химических процессов, 

описываемых нелинейными системами дифференциальных уравнений, можно осуществлять с помо-

щью разработанного алгоритма дифференциальной эволюции. Особенность предложенного подхода 

состоит в том, что его можно применять для получения решения задач оптимального быстродействия 

при неизвестном начальном приближении, которое обычно задается исследователем, исходя из 

смысла поставленной задачи. 

Работа алгоритма апробирована на процессе получения фталевого ангидрида. Вычислены оп-

тимальный температурный режим и наименьшая продолжительность процесса при заданном значе-

нии концентрации целевого продукта реакции – фталевого ангидрида, при фиксированном содержа-

нии в реакционной смеси промежуточного вещества – нафтохинона, при условии полного израсходо-

вания исходного вещества – нафталина.  

Алгоритм можно применять для решения задач быстродействия в химической технологии, в ко-

торых имеется несколько управляющих воздействий, путем модификации структуры вектора-индивида. 
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