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Аннотация. Представлен метод определения термоупругого состояния конечного 

анизотропного тела вращения. Задана температура как функция цилиндрических  

координат, определяющая температуру в любой точке тела. Задача состоит в опре-

делении температурных деформаций и напряжений. Метод решения заключается  

в разложении искомого термомеханического состояния в ряд Фурье по элементам 

ортонормированного базиса пространства внутренних состояний. В качестве базис-

ных элементов выступают частные решения пространственной неосесимметричной 

задачи термоупругости для трансверсально-изотропной среды. Приведено решение 

задачи для кругового цилиндра, находящегося под действием температурного поля, 

изменяющегося по закону косинуса угловой координаты. 
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Abstract. This paper presents a method for determining the stress-strain state of transver-

sally isotropic bodies of rotation in a steady temperature field varying according to the 

cyclic law of cosine and sine in a cylindrical coordinate system. 

The problem is solved in terms of the definitions of the boundary conditions method. This 

method is based on the space of internal states, which includes displacements, defor-

mations, stresses, and temperature functions. Using the method of integral superpositions, 

the relation between the spatial stress-strain state of an elastic transversally isotropic body 

of rotation and some auxiliary two-dimensional states is determined. The auxiliary states 
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are presented as a general solution to the plane thermoelastostatic problem for a trans-

versely isotropic material. This general solution is used to construct the basis of internal 

states. After orthogonalization of the basis, the desired state is expanded into a Fourier 

series with identical coefficients in the form of quadratures. The problem of the theory of 

thermoelasticity for a transversally isotropic circular cylinder in a temperature field speci-

fied according to a harmonic law is solved. 

Keywords: thermoelasticity, transversely isotropic materials, state space, non-axisymmet-

ric deformation 
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Введение 

 

Решению задач термоупругости для тел из анизотропных материалов с той или 

иной симметрией упругих свойств посвящено множество публикаций. Например, 

в работе [1] исследуются задачи термомеханики для неоднородных анизотропных 

сред. Предлагаемый подход решения задачи предполагает разбиение на подзадачи 

структурного и параметрического синтеза, каждая из которых решается разными 

методами. В работе [2] рассмотрена плоская стационарная задача Дирихле, когда 

на границе тела заданы перемещения и температура. Задача сводится к системе 

интегральных уравнений, и если граница принадлежит классу Ляпунова, то си-

стема разрешима по Фредгольму. В работе [3] рассмотрена осесимметричная за-

дача по определению напряжений в полом цилиндрическом пуансоне при горячем 

деформировании заготовок. Построению матриц Грина трехмерной теории термо-

упругости посвящена работа [4]. Представлены интегральный и полиномиальный 

подходы формирования матриц Грина как часть гранично-элементного моделиро-

вания, а также подход на основе двойных рядов Фурье. Ряд работ посвящен исследо-

ванию задач термоупругости для слоистых анизотропных материалов; например, 

в работе [5] представлена неклассическая модель связанной задачи термоупругого 

деформирования слоистых анизотропных оболочек и пластин. В пространстве 

изображений по Лапласу строится пространственный функционал, который с уче-

том допущений удалось свести к двумерному и вывести из него корректные диф-

ференциальные уравнения и связанные краевые условия. В работе [6] представлен 

метод отсчетных поверхностей для анализа стационарных задач термоупругости 

для слоистых анизотропных пластин, подвергающихся термической нагрузке.  

В работе [7] методом граничных элементов рассматривается трехмерная линейная 

математическая теория термоупругости. Выписаны граничные интегральные 

уравнения и гранично-элементная схема их решения. В [8] исследуется влияние 

скачкообразного изменения температуры на напряженное состояние многосвяз-

ной анизотропной бесконечной пластинки. Приближенные решения получены 

численными методами. В работе [9] рассмотрены ортотропные разносопротивля-

ющиеся пластины, обладающие к тому же цилиндрической анизотропией. Рас-

смотрен термоупругий осесимметричный изгиб кольцевой пластины. Приведены 

система сложных неоднородных уравнений и результаты их исследования с помо-

щью метода конечных разностей. 
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В работе [10] с помощью метода граничных состояний для транстропных тел 

вращения решены осесимметричные задачи термоупругости, когда полученное 

термоупругое поле не зависит от угловой координаты. В настоящей же работе 

предложенная методика обобщается на класс пространственных неосесимметрич-

ных задач термомеханики. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассматривается тело вращения из трансверсально-изотропного материала 

(рис. 1). Объемные и поверхностные силы отсутствуют; граница тела свободна от 

защемлений. Пусть в результате некоторого температурного воздействия во всем 

теле установилось поле температур как функция цилиндрических координат 

( ,θ, )T f r z= , определяющая температуру в любой точке тела. При условии, что 

дополнительные источники тепла (как внешние, так и внутренние) отсутствуют, 

температура не изменяется со временем. 
 

 

Рис. 1. Трансверсально-изотропное тело вращения 

Fig. 1. Transversely isotropic body of rotation 
 

Задача состоит в определении напряженно-деформированного состояния, воз-

никающего в теле в результате воздействия данного поля температур. 

 

2. Определяющие соотношения 

 

В теории упругости в цилиндрической системе координат между перемещени-

ями u, v, w, деформациями εr, εθ, εz, γrθ, γzr, γzθ, напряжениями σr, σθ, σz, τrθ, τzr, τzθ,  

а также между техническими Ez, Er, νz, νr, Gr, Gz и термомеханическими kz, kr, αz, αr 

константами материала имеют место следующие дифференциальные и линейные 

зависимости (объемные силы отсутствуют) [11]: 
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Соотношения Коши: 
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Уравнения совместности деформаций [12]: 
2

2 θ θ

2 2 2 2

ε εε ε1 1 1 2
( ) ( ) 0

θθ

rrr rr r
r r r r rr r r

   
+ − − =

    
; 

2 2

θ θ θθ

2 2 2

ε ε εε ε1 1 1 1 1
( ) ( ) 0

θ θ θ

z r zr rrr r
r r z r r z r zr r

    
+ − − + =

      
; 

 
2

2θ θ

2

( ε ) ε ε ε1 1 1 1
( ) ( ) ( ) 0

θ θ

z r zr rr
r

r
r r r r z r r r zr

     
− + + − =
       

; (3) 

2 22

θθ θ

2 2 2

ε εε ε ε1 1 2 2
0

θθ

zzz zz zr

r r r z r zr z

   
+ + − − =

    
; 

22

θ θ

2

ε εε ε1 1 1
( ) ( ) 0

θ θ

z rzr zzr
r z r r z r rz

   
+ − − =

     
; 

2 2 2

2 2

ε ε ε
2 0rr zz zr

r zz r

  
+ − =

  
. 

Обобщенный закон Гука [11]: 
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Уравнение теплопроводности [11]: 
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3. Общее решение задачи 
 

В работе [11] представлено общее решение пространственной краевой задачи 

статики в виде тригонометрических рядов, в которых в качестве коэффициентов 

выступают некоторые плоские вспомогательные состояния η{ , , }pl pl pl pl

y zu u u=u . 

Компоненты вектора перемещения этого решения имеют вид: 
π π
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π π

η η
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Перемещения выражаются рядами 
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Формулы (7) дают компоненты вектора перемещения пространственного не-

осесимметричного состояния тела. Выражения для напряжений и деформаций 

пространственного состояния не приведены, однако их можно вычислить с помо-

щью соотношений теории упругости (2) и (4). 

Решение (7) вполне пригодно и для решения пространственной термоупругой 

задачи, если в качестве плоских вспомогательных состояний взять решения плос-

ких задач термоупругости. Пусть тело подвергается действию температуры, изме-

нение которой происходит неравномерно по объему тела. Двумерная задача тер-

моупругости, частные решения которой могут использоваться в качестве плоских 

вспомогательных состояний в выражениях (6), определена следующими выраже-

ниями [11]. 

Уравнение теплопроводности: 
2 2
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в котором 
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0γ /z rk z= .  (8) 

Перемещения и напряжения, соответствующие температурному полю [11]: 
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 ( )2 '
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( )'

0 0 0σ Re[γ φ ς ]pl

zy = − ; ( ) ( )'

η 0 0 0σ Re[ 1 ε φ ς ]pl = − , 

где p0, q0, ε0 – константы, зависящие от технических констант материала и коэф-

фициентов температурного расширения αz и αr; kz и kr – коэффициенты теплопро-

водности в направлении координатных осей; ( )0 0φ ς  – комплексная функция пе-

ременной 0ς .                 

В задаче термоупругости для трансверсально-изотропной среды у плоских 

вспомогательных состояний депланации не происходит. Переход к пространствен-

ным состояниям для тел вращения осуществляется в соответствии с зависимо-

стями (6) и (7). 
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4. Метод решения задачи 
 

Совокупность компонент вектора перемещения, компонент тензоров деформа-

ций и напряжений, а также функция температуры определяют некоторое термо-

упругое внутренне состояния среды ( ) ( ) ( ) ( )ξ { ,ε ,σ , }k k k k

k i ij iju T= . Совокупность таких 

состояний можно организовать в базис конечномерного пространства внутренних 

состояний [13] 

 1 2 3Ξ ξ ,ξ ,ξ ,..., ξ ,...k= . 

Базис пространства Ξ  можно сконструировать, придавая функции φ0 в (8), (9) 

последовательно следующие значения: 

0 0φ ςn= , 1,2,3...n = , 

тем самым построить набор плоских вспомогательных термоупругих состояний. 

Затем через интегральные операторы (6) и тригонометрические ряды (7) построить 

уже множество пространственных состояний для трансверсально-изотропной 

среды. Это множество и определит базис пространстваΞ . 

Далее базисные элементы пространства внутренних состояний необходимо 

проортонормировать. На этом этапе вводится геометрия области тела ( ),θ,V r z . 

Процесс ортонормирования осуществляется по разработанному рекурсивно-мат-

ричному алгоритму ортогонализации [14], в котором перекрестные скалярные про-

изведения вычисляются по формуле 
( ) ( )(ξ ,ξ ) i j

i j

V

T T dV=  . 

После построения ортонормированного базиса вычисляются коэффициенты 

Фурье 

 ( )k

k

V

c T TdV=  , (10) 

где 
( )kT  – температура в базисном элементе ξk

, T – заданная температура. 

Решение термоупругой задачи есть ряд Фурье 
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5. Решение задачи 
 

Рассмотрим круговой в плане цилиндр из гипотетического трансверсально-изо-

тропного материала, по свойствам схожего с алевролитом [15]. Так как задача ре-

шается в обезразмеренном виде, то упругие и термомеханические характеристики 

материала, область тела и заданная функция температуры подлежат процедуре обез-

размеривания, описание которой проведено в работе [16]. После процедуры обез-

размеривания параметров задачи упругие характеристики материала: 6.21zE = ; 

5.68rE = ; 2.29rG = , 2.55zG = ; ν 0.22z = ; ν 0.24r = ; область цилиндра 

{( ,θ, ) 0 1, 0 θ 2π, 2 2}V r z r z=     −   ; коэффициенты теплопроводности по 
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осям координат [17]: 1.6zk = , 6.5rk = ; коэффициенты температурного расшире-

ния [18]: α 6.7z = , α 8.6r = . Поле температур зададим функцией 
4 cosθT rz= . 

При построении базиса внутренних состояний рекомендации, описанные в ра-

ботах [19] и [20], пригодны и для построения такового в задаче термоупругости. 

Так как заданная температура зависит только от косинуса, то базис пространства 

внутренних состояний будем формировать из левых частей выражений (7): 

 [ cos( θ)]
b

n

n a

u u n
=

= ;  [ sin( θ)]
b

n

n a

v v n
=

= − ;  [ cos( θ)]
b

n

n а

w w n
=

= , (12) 

причем так как в заданном поле температур при угловой координате 1n = , то  

в выражениях (12) 1a b= = . 

После построения базиса внутренних состояний по соотношениям (12) прово-

дится ортонормирование его элементов, которое включает в себя исключение  

линейно зависимых элементов, а также элементов, для которых 0T = . Функции 

температуры в ортонормированных базисных элементах представлены в табл. 1 

(показано 4 элемента). 

Т а б л и ц а  1  

Функции температуры в ортонормированных базисных элементах 

Элементы T 

ξ1 0.564 cosθr  

ξ2 0.488 cosθrz  

ξ3 
3 2( 0.611 0.029 0.473 )cosθr rz− − +  

ξ4 
3 3( 1.061 0.086 0.473 )cosθrz r z rz− − +  

 

Для решения задачи потребовался базис внутренних состояний из 50 элемен-

тов. Коэффициенты Фурье (10)  

 5.6718;0;7.2467;0;2.1447;0, 0.0778;0; 0.11246;0; 0,0871...kc = − − − . 

Решение формируется рядами (11). 

Хоть и косвенно, но исследовать полученные ряды на сходимость возможно, 

используя «насыщение» (рис. 2) суммы Бесселя (левая часть неравенства Бесселя). 
 

 
Рис. 2. Сумма Бесселя 

Fig. 2. Bessel sum 
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Также оценка точности осуществляется верификацией заданной функции тем-

пературы с полученной в результате решения. На рис. 3 приведено сравнение 

функций температур на границе тела. Заданная функция – штриховая линия; вос-

становленная – сплошная линия. 
 

 

 

 

Рис. 3. Верификация решения 

Fig. 3. Solution verification 
 

Анализ полученного решения показал, что максимальная относительная по-

грешность составила 3.6% (средний график, координаты точки 0.5, θ 0, 2r z= = = ). 

Точность решения задачи повышается при увеличении числа используемых эле-

ментов базиса внутренних состояний. 

Компоненты термоупругого поля показаны на рис. 4. в виде изолиний. В силу 

симметрии компонент напряженно-деформированного состояния (НДС) относи-

тельно плоскости z = 0 показано меридианное сечение с θ 0=  и 0 2z  . Значе-

ния на графике указаны в масштабе с масштабным коэффициентом κ, т.е истинное 

значение показанной характеристики НДС равно значению на графике, умножен-

ному на κ. Все характеристики показаны для меридианного сечения с угловой ко-

ординатой θ 0= . 
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а     b 

     
c     d 

     
e  f 

Рис. 4. Изолинии: а – перемещение u, κ = 1, b – перемещение w, κ = 1, c – напряжение σrr, κ = 102, 

d – напряжение σzz, κ = 102, e – напряжение τrz, κ = 102, f – температура T, κ = 1 

Fig. 4. Isolines of (a) displacement u, κ = 1, (b) displacement w, κ = 1, (c) stress σrr, κ = 102,  

(d) stress σzz, κ = 102, (e) stress τrz, κ = 102, and (f) temperature T, κ = 1 
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Компоненты упругого состояния v , θτr , θτz  зависят от sinθ , поэтому их изо-

линии представим в сечении с θ π / 2=  (рис. 5). На рис 5, d представлен контур 

деформированного состояния тела. 
 

     
  а  b 

     
  c d 

Рис. 5. Изолинии: а – перемещение v, κ = 1, b – напряжение σrθ, κ = 1,  

c – напряжение σzθ, κ = 10, d – контур деформированного состояния тела 

Fig. 5. Isolines of (a) displacement v, κ = 1, (b) stress σrθ, κ = 1, and (c) stress σzθ, κ = 10;  

(d) outline of the body under deformed conditions 

 

Полученные компоненты термоупругого поля строго удовлетворяют соотно-

шениям (1)–(5). 

 

Заключение 

 

Аналитический метод построения пространственных неосесимметричных тер-

моупругих полей заключается в следующем. На основе общего решения, дающего 

температурные деформации и напряжения двумерного состояния трансверсально-

изотропного тела, строится конечное множество плоских вспомогательных состо-



Иванычев Д.А. Решение неосесимметричной задачи термоупругости  

159 

яний. Используя решение, представляющее собой, по сути, разложение простран-

ственного состояния в тригонометрический ряд по плоским вспомогательным  

состояниям, осуществляется переход к множеству пространственных неосесим-

метричных состояний. Это множество определяет пространство внутренних состо-

яний в аппарате метода граничных состояний. Далее осуществляется ортонорми-

рование этого базиса и исключение линейно зависимых элементов, а также эле-

ментов, для которых температура равна нулю, после чего искомые компоненты 

термоупругого поля определяются через ряды Фурье с одинаковыми коэффициен-

тами. Коэффициенты рядов представляют собой скалярные произведения поля за-

данных температур и элементов поля температур в базисных элементах простран-

ства внутренних состояний. Компоненты термоупругого поля зависят от всех трех 

координат и носят неосесимметричный характер. 

Предложенная методика непригодна для многосвязных тел, так как при выводе 

формул общего решения (7) применялось интегрирование по пути, не выходящему 

за пределы области тела.  

Предложенная методика, однако, не является общей для любого класса рас-

сматриваемых областей (односвязных и многосвязных) и вида заданной функции.  

Если заданную функцию, описывающую температурное поле внутри тела, воз-

можно разложить в тригонометрический ряд по косинусам или синусам, то, не ис-

ключая принципа независимости действия сил, данная методика вполне приме-

нима для тех случаев, когда заданная функция температуры не носит циклического 

характера. 
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