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Аннотация. Получены новые формулы обращения квадратных матриц, разбитых по строкам или столбцам 

на прямоугольные блоки. Наряду с формулами Фробениуса, где диагональные блоки являются квадратными, 

новые формулы, построенные с помощью матричных аннуляторов, позволяют упростить обращение блочной 

матрицы большой размерности, заменяя его обращением двух матриц меньшей размерности. Формулы при-

годны для обращения матриц, записанных как в числовом (вещественном или комплексном), так и в аналити-

ческом (символьном) виде. Для определенного широкого класса линейных стационарных динамических си-

стем с использованием новых формул блочного обращения получены компактные аналитические алгоритмы 

вычисления матриц обратной связи при решении задач управления и оценки компонент вектора состояния. Эти 

алгоритмы являются упрощением обобщенных формул Басса–Гура и Аккермана в прямом и дуальном вариантах. 

Приведены примеры обращения матриц, разбитых на прямоугольные блоки: числовой матрицы с комплекс-

ными элементами, а также символьной матрицы. Решена задача модального управления пространственным 

движением самолета с использованием предложенного упрощения обобщенной формулы Аккермана, за счет 

удобной параметризации, не влияющей на расположение полюсов, выполнено обнуление требуемых компо-

нент матрицы регулятора. 
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Abstract. New formulas for inverting square matrices divided into rectangular blocks by rows or columns are 

obtained. Along with Frobenius formulas, where diagonal blocks are square, the new formulas constructed using matrix 

zero divisors make it possible to simplify inverting a block matrix of large dimensions by inverting two matrices of 
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smaller dimensions. The formulas are applicable for inverting matrices written both in numerical (real or complex) and 

analytical (symbolic) form. For a certain wide class of linear time-invariant dynamic systems, compact analytical algo-

rithms for calculating feedback matrices at solving control problems and evaluating components of the state vector are 

obtained using new formulas of block inversion. These algorithms are to simplify the generalized formulas of Bass – 

Gura and Ackermann both in direct and in dual versions. Examples of inverting some matrices divided into rectangular 

blocks are given for both a numerical matrix with complex-valued elements and a symbolic matrix. The problem of 

modal control of an aircraft spatial motion is solved using the proposed simplification of the generalized Ackermann 

formula and zeroing the required components of the controller matrix due to convenient parameterization, which does 

not affect the poles location. 

Keywords: block matrix; rectangular block; block inversion; matrix zero divisor; modal control; generalized Bass–

Gura formula; generalized Ackermann formula. 
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Введение 

 

Математический аппарат блочного представления квадратных матриц [1] находит широкое при-

менение в прикладных научно-технических задачах для линейных стационарных систем (ЛСС), напри-

мер в задачах управления [2], наблюдения [3], мониторинга [4] и реконфигурации [5]. Наиболее 

успешно используется разбиение на квадратные блоки [6]. Для таких блочных матриц используются 

формулы обращения Фробениуса [7]. Однако возникает потребность в разбиении квадратной матрицы 

на прямоугольные блоки и нахождении обратной матрицы при таком разбиении [8, 9]. Известные под-

ходы в этом направлении существенно ограничены. Так, например, в [10. С. 148] приведена формула, 

позволяющая обратить квадратную матрицу 
n nA , где  =  (вещественные числа) или  =  

(комплексные числа), если эта матрица разбита на прямоугольные блоки следующим образом: 

   1 2

1 2 1 2 1 2, , , .
n n n n

n n n
 

=   = +A A A A A  (1) 

При условии, что выполняется равенство 

 
1 2

T

1 2 ,n n=A A 0  (2) 

где 
1 2n n0  – нулевая матрица размерности 

1 2n n , имеет место формула обращения [10] 

  
( )

( )

1

1 1 111

1 2 1

2 2 2

.

−
 

−−

−
 

 
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  
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 (3) 

Здесь верхним индексом * обозначена операция эрмитова сопряжения [11] для случая  = . При 

 =  формулу (3) можно упростить до следующей: 

 
( )

( )

1
T T

1 1 111

1 2 1
T T

2 2 2

.

−

−−

−

 
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 
  

A A A
A A A
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Формулы обращения матрицы (1), сходные по структуре формуле (3), были получены на основе 

приведения к каноническому базису сначала в [12], а затем (через два года) в [13]. В настоящей работе 

представлена универсальная формула обращения матрицы (1), также подобная по структуре формуле (3), 

но полученная на основе техники аннуляторов (делителей нуля).  

 

1. Теоретический результат 

 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть задана квадратная неособенная матрица n nA , разбитая горизонтально 

на прямоугольные блоки (1) 
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  1 2

1 2 1 2 1 2, , , ,
n n n n

n n n
 

=   = +A A A A A  

и для каждого из блоков найдены левые аннуляторы максимального ранга (АМР) [14], т.е. любые 

матрицы 1

L

A  и 2

L

A , удовлетворяющие условиям 

 
2 11 1 1 2, rank ;

L L

n n n= =A A 0 A  (4) 

 
1 22 2 2 1, rank .

L L

n n n= =A A 0 A  (5) 

Тогда формула для обратной матрицы имеет вид: 

  
( )

( )

1

1 2 1 21

1 2 1

1 2 1

.

L L

L L

−

−−

−

 
 = =
 
  

A A A
A A A

A A A

 (6) 

Доказательство. Докажем обратимость произведений 2 1

L

A A  и 1 2

L

A A . Предположим, что 

матрица 2 1

L

A A  вырожденная, т.е. у нее найдется линейно зависимая комбинация строк: 

1

T

2 1 1 ,
L

n=α A A 0  

где 11T n
α  – ненулевой вектор. Тогда вектор T

2

L

α A  окажется левым аннулятором матрицы A, 

поскольку 

 
1 2

T

2 1 2 1 1 1 .
L

n n n  
 = = 

A

α A A A 0 0 0  

Но у квадратной неособенной матрицы A не может быть аннуляторов. Полученное противоречие 

доказывает обратимость матрицы 2 1

L

A A . Аналогично доказывается обратимость матрицы 1 2

L

A A . 

Далее для доказательства теоремы в силу невырожденности матрицы A достаточно показать, что 

независимо от конкретного выбора левых АМР 1

L

A  и 2

L

A  выполняется тождество [14] 

 1 ,n

− =A A I  (7) 

где 
nI  – единичная матрица порядка n. 

Общие выражения 1 1

L

LΩ A  и 2 2

L

LΩ A  для левых АМР, удовлетворяющих условиям (4) и (5) 

соответственно, записываются через произвольные квадратные неособенные матрицы 
1LΩ  и 

2LΩ  

подходящей размерности [14]. 

Выполним умножение матриц (6) и (1): 
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При формировании нулевых блоков учтены свойства (4) и (5) левых АМР. Таким образом, тождество (7) 

доказано. Доказательство завершено. 

В силу симметрии справедливо также другое утверждение. 

Теорема 2. Пусть задана квадратная неособенная матрица 
n nB , разбитая вертикально на 

прямоугольные блоки 

1 21

1 2 1 2

2

, , , ,n n n n n n n  
=   = + 

 
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и для каждого из блоков найдены правые АМР [15], т.е. любые матрицы 1

R

B  и 2

R

B , удовлетворяющие 

условиям 

1 21 1 1 2, rank ;
R R

n n n= =B B 0 B  

2 12 2 2 1, rank .
R R

n n n= =B B 0 B  

Тогда формула для обратной матрицы имеет вид: 

 ( ) ( )
1

1 1
11

2 1 2 1 2 1

2

.
R R R R

−
− −

−    
= =     

 

B
B B B B B B B

B
 (8) 

 

2. Применение блочного обращения в модальном управлении 

 

Обращение матриц, состоящих из двух и более прямоугольных блоков, используется в обобщенных 

формулах Басса–Гура [8] и Аккермана [9]. При этом теорема 1 и формула (6) актуальны для прямого 

варианта (задачи модального управления) [16], а теорема 2 и формула (8) – для дуального варианта 

(задачи модального наблюдения) [17]. 

В качестве применения рассмотрим  использование блочного обращение (6) и (8) для модифика-

ции (упрощения) обобщенных формул Аккермана [9]. 

Пусть задана ЛСС с матрицами состояния 
n nA  и управления 

n mB , для которой справед-

ливы равенства: 

 2 , det 0.n m= 

U

B AB  

Требуется определить матрицу регулятора 
m nK , обеспечивающую матрице замкнутой ЛСС 

«объект–регулятор» −A BK  желаемый характеристический полином ( )Bp  . 

Обобщенная формула Аккермана [9] для расчета матрицы регулятора в рассматриваемой задаче 

имеет вид: 

  2 1

2

,

B

B B m B

B

 
 

=
 
  

C

K P P I C A

C A

 (9) 

где блоки 1

m m

B

P  и 2

m m

B

P  таковы, что 

 ( ) ( )2

1 2det .m B B Bp +  + = I P P  (10) 

В формуле (9) используется только нижняя блочная строка 

   ( )
1

1
L L

B m m m

−
−

= =C 0 I U B AB B  (11) 

обратной матрицы управляемости 
1−

U , записанной согласно формуле (6): 

( )

( )

1

1

1
.

L L

L L

−

−

−

 
 =
 
  

AB B AB
U

B AB B

 

Поэтому нет необходимости полностью рассчитывать обратную матрицу 
1−

U  порядка n. Достаточно 

обратить матрицу вдвое меньшего порядка m: 

 1 .
L

=B B AB  (12) 

Пусть, кроме того, используется преобразование подобия [18]: 
1 1

1 1 1 1 2 1 2 1, .B B B B

−  − = =P B P B P B P B  

Тогда формула (9) для расчета регулятора после подстановки матрицы (11) с учетом обозначения (12) 

упрощается и принимает вид: 
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 1

1 2 1

2

,

L

L

B B m

L

−  

 
 
  =    
 
 

B

K B P P I B A

B A

 (13) 

а в силу тождества (10) остается справедливым равенство полиномов 

 ( ) ( )2

1 2det .m B B Bp   +  + = I P P  (14) 

Модификация обобщенной дуальной формулы Аккермана. Пусть задана ЛСС с матрицами состо-

яния 
n nA  и наблюдения 

l nC , для которой справедливы равенства 

2 , det 0.n l
 

=  
 

N

C

CA
 

Требуется определить матрицу наблюдателя 
n lL , обеспечивающую матрице замкнутой ЛСС 

«объект–наблюдатель» −A LC  желаемый характеристический полином ( )Cp  . 

Обобщенная дуальная формула Аккермана [9] для расчета матрицы наблюдателя в рассматрива-

емой задаче имеет вид: 

 

2

2

1 ,

C

C C C C

l

 
  =    
  

P

L B AB A B P

I

 (15) 

где блоки 1

l l

C

P  и 2

l l

C

P  таковы, что 

 ( ) ( )2

1 2det .l C C Cp +  + = I P P  (16) 

В формуле (15) используется только правый блочный столбец 

 ( )
1

1 R Rl l

C

l

−
−  

= = 
 

0
B N C CAC

I
 (17) 

обратной матрицы наблюдаемости 
1−

N , записанной согласно формуле (8): 

( ) ( )
1 1

1 .
R R R R

− −
−  

=  N CA CCA C CAC  

Поэтому нет необходимости полностью рассчитывать обратную матрицу 
1−

N  порядка n. Достаточно 

обратить матрицу вдвое меньшего порядка l: 

 1 .
R

=C CAC  (18) 

Пусть, кроме того, используется преобразование подобия [12] 
1 1

1 1 1 1 2 1 2 1, .C C C C

 −  −= =P C P C P C P C  

Тогда формула (15) для расчета наблюдателя после подстановки матрицы (17) с учетом обозначения (18) 

упрощается и принимает вид: 

2

2 1

1 1 ,

C
R R R

C

l



 −

 
  =    
 
 

P

L C AC A C P C

I

 

а в силу тождества (16) остается справедливым равенство полиномов 

( ) ( )2

1 2det .l C C Cp   +  + = I P P  
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3. Числовой пример блочного обращения. 
 

Требуется обратить числовую комплексную матрицу 

   2

1 2

2 3 4

1 2 3 1
, 1.

1 2 3 1

0 0 1 1

i i

i
i i

− 
 
 = = = −
 + −
 
 

A A A  (19) 

Выполним обращение матрицы (19) по формуле (6). Для этого первоначально вычислим левые 

АМР 1

L

A  и 2

L

A , воспользовавшись, например, функцией null [19] программы MATLAB. Получим 

1

46,15 19,23 19,23 46,15 65,38 26,92 0
,

0 0 0 1

L i i i− + − − + 
=  

 
A  

2

15,19 32,78 51,83 33,02 64,29 23,19 15,01 4,55
.

1,1 14,68 33,42 3,85 0,29 10,26 92,43 2

L i i i i

i i i i

− + + + + 
=  

+ − + − − + 
A  

Подставив полученные АМР в формулу (6), окончательно будем иметь 

 
( )

( )

1

2 1 21

1

1 2 1

1,6 2,2 2,2 0,6 0,6 2,8 10,4 4,2

0,4 1,3 0,8 0,1 0,9 1,2 5,1 0,3
.

0,4 0,2 0,2 0,4 0,6 0,2 0,4 1,8

0,4 0,2 0,2 0,4 0,6 0,2 1,4 1,8

L L

L L

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

−

−

−

− − − − + − + 
   

+ − − − −   = =
   − + − − − −
    

− + − − + + 

A A A
A

A A A

 (20) 

С помощью непосредственных вычислений можно убедиться, что матрица (20) действительно 

является обратной к матрице (19). 
 

4. Аналитический пример блочного обращения 
 

Требуется обратить символьную матрицу 

  

15

24 25 26

36

1 2

45 46

54 55 56

64 65 66

0 0 0 1 0

1 0 0

0 0 0 0 1
.

0 0 0 0

0 1 0

0 0 1

a

a a a

a

a a

a a a

a a a

 
 
 
 

= =  
 
 
 
  

A A A  (21) 

Введем обозначения 

 

T
15 36 54 55 5614

34 43 44T
25 26 45 46 64 65 6624

0 1
, , ,

a a a a a

a a a a a a a

         
= = = =         

        

a
A a A

a
 (22) 

и запишем матрицу (21) в блочном виде: 

  1 2 ,=A A A  (23) 

где 

 

T
1 2 14

T
1 2 24 24

1 2

2 1 2 2 2 1 34

2 1 2 43 44

0 1

1
, .

a





  



  
  
  = =
  
  
    

0 a

0 a
A A

0 0 0 A

0 I a A

 (24) 

Определитель матрицы (23) равен 
34det det .= −A A  

При выполнении условия 

 
34det 0A  (25) 

блочная матрица (23) обратима, а блоки 
1A  и 

2A  имеют полный ранг 3.  
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В силу условия (25) квадратные блочные матрицы 

 
T

1 2 14

1 2

2 1 2 2 1 34

1 1
,



 

  
= =   

   

0 a
A A

0 I 0 A
 (26) 

являются неособенными. Поэтому левые АМР для матриц (24) соответственно могут быть записаны в 

виде: 

 
( )

( )

T T 1

22 24 14 24 34 1 21 2 1 2

1 2
T 1

2 1 2 1 2 2 2 43 43 14 44 34 2

11 0
, .

0

L L a a −

 

−
  

 − − 
 = = 
 − −   

a a A 00 0
A A

0 0 I 0 a a a A A I
 (27) 

Для обращения блочной матрицы (23) порядка 6 по формуле (6) достаточно обратить матрицы (26) 

меньшего порядка 3: 

2 1 1 1 2 2, .
L L

= =A A A A A A  

Обратим эти блочно-треугольные матрицы по формулам Фробениуса [7]: 

 

T 1
1 21 1 14 34

1 2 1
2 1 2 2 1 34

1 1
, .

−
− −

−
 

 − 
= =   

   

0 a A
A A

0 I 0 A
 (28) 

Используя результаты (27), (28) и формулу (6), запишем искомую обратную матрицу в блочном 

виде: 

 

( )

( )

T T 1

24 24 14 24 34 1 2

1 T 1
1 21 43 2 1 43 14 44 34 2

1 T 1
2 1 14 34 1 2

1

2 1 2 1 34 2 2

1

.

1 0

L

L

a a −



− −
− 

− −



−

  

 − −
 

   − − = =  
   −  

 
 

a a A 0

A A a 0 a a A A I
A

A A a A 0

0 0 A 0

 (29) 

Подставив в матрицу (29) блоки (22), получим результат в скалярном виде: 

 

24 25 46 26 46

54 55 46 56 46

64 65 46 66 461

15 46 46 15 36 46

46 46 36 46

45 46 46

1 0 0

0 1 0

0 0 1
.

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0 0

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a a

a a a a

a a a

−

− − − 
 
− − −

 
 − − −

=  
− 

 −
 

−  

A  (30) 

Здесь 
46 46 36 45a a a a= − , а для номеров i = 2, 5, 6 введены обозначения 

5 5 15 4 5 5 46 6 45 6 6 36 5, , .i i i i i i i i ia a a a a a a a a a a a a= − = − = −  

Выполним проверку прямого произведения матриц (21) и (30): 

15 24 25 46 26 46

24 25 26 54 55 46 56 46

36 64 65 46 66 461

45 46 15 46 46 15 36 46

54 55 56 46 46 36 46

64 65 66

0 0 0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a

a a a

−

− − − 
 

− − −
 
  − − −

=  
− 

  −
 
  

AA

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

45 46 46

25 46 26 45 25 46 26 36 25 26 46

55 46 56 45 55 46 56 36 55 56 46

65 46 66 45 65 46 66 36 65 66 46

0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

 
 
 
 

= 
 
 
 

−  




− − − −



= 

 − − − −

− − − −

6 .






=



 
 

I
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Выполним проверку обратного произведения матриц (30) и (21): 

24 25 46 26 46 15

54 55 46 56 46 24 25 26

64 65 46 66 46 361

15 46 46 15 36 46 45 46

46 46 36 46 54

45 46 46

1 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a

a a a

−

− − − 
 
− − −

 
 − − −

=  
− 

 −
 

−  

A A

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

55 56

64 65 66

25 25 26 45 46 26 36 25 46 26 46

55 55 56 45 46 56 36 55 46 56 46

65 65 66 45 46 66 36 65 46 66 46

15 15 46 36 45 46

0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1 0

0 0 0

a

a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a

 
 
 
 

= 
 
 
 
  

− + − +

− + − +

− + − +
=

− −
6 .

0 1 0

0 0 0 0 0 1

 
 
 
 

= 
 
 
 
  

I

 

Проверка подтверждает правильность определения обратной матрицы. 

 

5. Пример аналитического синтеза регулятора для ЛСС 

 

Рассмотрим непрерывную ( )t   ЛСС шестого порядка ( ) 6t x  с тремя управляющими вхо-

дами ( ) 3t u : 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

15

21 22 23 24 25

32 33 34

42 43 44 45 46

52 54 55 56

63 64 65 66

0 0 0 1 0

0

0 0 1

0

0 0

0 0

x x

y y

z z

t

t a t

t a a a a a t

t a a a t

t a a a a a t

t a a a a t

t a a a a t

      
    

     
     

=    
     

     
    
        

Ax ( )

( )

1

2

41

3

52 53

62 63

0 0 0

0 0 0

0 0 0
,

0 0

0

0
t

t

u

u
b

u
b b

b b

 
 
   
   

+    
     
 
   

u

Bx

 (31) 

которая представляет собой линеаризованную математическую модель пространственного движения 

летательного аппарата (ЛА) самолетного типа [20]. Здесь α, β и γ – соответственно углы атаки, сколь-

жения и крена; ωx, ωy и ωz – компоненты вектора угловой скорости соответственно по крену, рысканью 

и тангажу; u1, u2 и u3 – управляющие воздействия; A и B – матрицы состояния и управления. 

Требуется построить регулятор с матрицей обратной связи K, обеспечивающий матрице замкну-

той ЛСС 

B

 = −A A BK  

желаемый спектр 

 1 2 3 4 5 6= , , , , , .B

        

Запишем матрицы A и B в блочном виде, разделив углы и угловые скорости: 

 
11 12 3 3

21 22 21

, ,
   

= =   
   

A A 0
A B

A A B
 (32) 

где 

15

11 21 22 23 12 24 25

32 33 34

0 0 0 1 0

, 0 ,

0 0 1

a

a a a a a

a a a

   
   

= =
   
      

A A  
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42 43 44 45 46 41

21 52 22 54 55 56 21 52 53

63 64 65 66 62 63

0 0 0

0 0 , , 0 .

0 0 0

a a a a a b

a a a a b b

a a a a b b

     
     

= = =
     
          

A A B  

Первые два блочных столбца матрицы управляемости Калмана образуют квадратную матрицу 

  3 3 12 21 3 3

3 22 3 3 21

,
 



   
= =    

   

0 A B 0
U B AB

I A 0 B
 

определитель которой равен 
2

12 21det det det .= −U A B  

Таким образом, для полной управляемости ЛСС (31) достаточно одновременного выполнения следу-

ющих условий: 

 
25 15 24 41 52 63 53 62, 0, .a a a b b b b b    (33) 

Определив левый АМР матрицы B  

 3 3 3 ,
L

=B I 0  

а также матрицу 

1 12 21,
L

= =B B AB A B  

рассчитаем регулятор по упрощенной обобщенной формуле Аккермана (13): 

 ( )1 2 1

1 2 1 21 21 21 22 22 ,
L L L

B B

−   −  = + + = − − K B P B P B A B A B A A A A  (34) 

где 

( ) ( )1 2 1

21 12 11 1 11 2 22 12 11 1 12, ,B B B

−   − = − + + = − +A A A P A P A A A P A  

а блоки 3 3

1B

 P  и 3 3

2B

 P  согласно соотношению (14) таковы, что 

 ( ) ( )
6

2

3 1 2

1

det .B B i

i

 

=

 +  + =  − I P P  (35) 

Конкретный вид блоков 1B


P  и 2B


P  выбирается не только из условия (35) размещения полюсов, 

но и для обеспечения специальных свойств матрицы регулятора K (уменьшение нормы [21], обнуление 

столбцов [22], разделение каналов управления [14] и др.). Например, для упрощения выражения (34)  

и попытки разделения бокового (крен–рысканье) и продольного (тангаж) движений ЛА блоки 1B


P  и 

2B


P  можно искать в удовлетворяющем условию (35) виде: 

 1 3 1 2 3 1

2 2

0 0 0 0

, ,

0 0

x x

B y B y

z z

p q

p p p q q q

p p q q

 

   
   

= =
   
      

P P  (36) 

где pi и qi ( 1,  3)i =  – произвольные параметры, а 

1 4 2 5 3 6

1 4 2 5 3 6

, , ,

, ,

x y z

x y z

p p p

q q q

= − −  = − −  = − − 

=   =   =  
 

коэффициенты Виета, такие что 

( )( )

( )( )

( )( )

2

14 1 4

2

25 2 5

2

36 3 6

,

,

.

x x

y y

z z

p q

p q

p q

 =  +  + =  −   − 

 =  +  + =  −   − 

 =  +  + =  −   − 

 

Отметим, что получить блоки 1B


P  и 2B


P  в виде (36) с помощью классического декомпозиционного 

подхода [23] затруднительно или невозможно ввиду требования о разложимости полинома 
2

3 1 2B B

  +  +I P P  на матричные множители ( )( )3 0 3 1B B −  −I Φ I Φ , где 0 1eig eigB B B

= Φ Φ . 
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Поставим задачу в блоках 
21A  и 

22A  регулятора (34) обнулить позиции, соответствующие рас-

положению параметров pi и qi в матрицах 1B


P  и 2B


P : 

 

( )
( )

( )

15

1

22 12 11 1 12

65

15

1 2

21 12 11 11 1 2

62

0

0 0 ,

0

0

0 0 ,

0

x y x

B y

z

x y

B B y

z

p a p p

p

a p

q a q

q

a q

− 

−  

 − −
 

= − + = −  
 
  

 −
 

= − + + = −  
 
 

A A A P A

A A A A P P

 (37) 

где 
25 25 15 24a a a a= −  и 

( )

( )
22 22 25 62 32 22 15 34

33 33 23 32 65 32 25 15 34

, , , ,

, , , .

y y y y y y y z y

z z z z z z z y z

p p a q q a p q q a a a p a a a q

p p a q q a p q q a a a a a a a p p

= + = + = = + +

= + = + = + = + −
 

Обнуление достигается при следующих значениях параметров: 

( ) ( )1 23 2 34 24 32 3 24 21

1 23 2 34 21 32 3 24 21

, , ,

, , .

x z x y

y x x y

p a p a p p a a p a p p a

q a p q a q a a q a q a p

= − = − − = − −

= − = − = −
 

Выполним проверку характеристического полинома матрицы замкнутой ЛСС (32) с регулято-

ром (34) и подстановкой (37): 

( )

( )

11 12

6 6

21 22

15

21 22 23 24 25

32 33 34

15 15

62 65

det det

0 0 1 0

0

0 0 1
det .

0 0

0 0 0 0

0 0

B

B

x y x y x

y y

z z

a

a a a a a

a a a

q a q p a p p

q p

a q a p





  

 =  − =  − =  
  

 − − 
 
−  − − − −

 
 −  − − −
 =

−  + − − 
 

 + 
  + 

A

A A
I A I

A A

 

Рассчитаем представленный определитель по пятой строке: 

 ( )( ) ( )( )
12 34

1 2 3 4 ,y y zp q p

 

 =  +  +  −  +  −   (38) 

где 

 
   ( )    ( )

   ( )    ( )

1 22,3,4,6 , 2,3,4,6 2,3,4,6 , 1,2,3,6

3 41,2,3,4 , 1,3,4,5 1,2,4,6 , 1,3,4,5

det , det ,

det , det ,

B B

B B

 

 

 

 

 =  =

 =  =

A A

A A
 (39) 

а запись вида ( ),B rows cols




A  обозначает матрицу, составленную из элементов матрицы B



A , стоящих на 

пересечении строк из множества rows и столбцов из множества cols. Далее рассчитаем отдельно каж-

дый из определителей (39) и подставим в формулу (38): 

( )( ) ( ) ( )( )1 22 36 15 23 34 24 36 23 32 ,x y x zp a a q a a p p a a a =  +  −  + − −  +  

( ) ( )( )2 22 36 15 23 34 21 36 23 32 ,x y xq a a q a a q a a a =  −  + −  +  

( )( ) ( ) ( )( )( )3 14 15 23 34 25 33 15 23 34 24 21 33 ,ya a a a a a p a a a a a =  −  − −  +  +  +  −  

( )( ) ( )( )4 14 25 15 23 34 15 24 21 ,z y z y zq a a a a p p a a a p q =  − − +  +  +  
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( ) ( )( ) ( )( )( )12 14 22 36 15 23 34 24 21 36 23 32 ,y x z xa a q a a p p q a a a a =   −  +  − + −  +  +  

( ) ( )( ) ( )( )( )34 15 23 34 24 21 36 23 32 25 14 36 .y x z xa p a a p p q a a a a a =  +  − + −  +  + −    

Окончательно получим 

( )
6

14 25 36

1

det ,B i

i





=

=  =    =  − A  

откуда и следует совпадение спектров eig B B

 = A . 

 

Заключение 
 

На основе математического аппарата матричных аннуляторов получены и доказаны новые ана-

литические формулы обращения квадратных матриц, разбитых по строкам или столбцам на два пря-

моугольных блока. Полученные формулы не имеют ограничений в применимости в виде каких-либо 

соотношений между прямоугольными блоками. Показано, как эффективно использовать предлагаемые 

формулы обращения блочных матриц для расчета матриц обратной связи при решении задач управления 

и оценки компонент вектора состояния. Для некоторого класса линейных стационарных систем управ-

ления разработана модификация полученных ранее обобщенных формул Басса–Гура и Аккермана. 
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