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Аннотация. Рассматривается одна задача оптимального управления, описываемая системой дифференци-

альных уравнений с запаздывающим аргументом при наличии многоточечных функциональных ограничений 

типа равенств и неравенств. Во введении дается обзор работ, примыкающих к теме статьи. Первый раздел по-

священ постановке задачи оптимального управления. Во втором разделе доказано необходимое условие опти-

мальности в форме аналога уравнения Эйлера. В третьем разделе сформулировано общее необходимое условие 

оптимальности второго порядка в терминах вторых вариаций функционалов, задающее ограничения и крите-

рий качества. Из него получено необходимое условие оптимальности второго порядка, явно выраженное через 

параметры рассматриваемой задачи оптимального управления и носящее конструктивный характер. Установлен 

аналог условия Лежандра–Клебша. Изучен случай терминального критерия качества при наличии терминальных 

функциональных ограничений типа равенств и неравенств. Все необходимые условия оптимальности первого 

и второго порядков установлены без предположений о нормальности. 
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Abstract. The article considers one optimal control problem described by a system of differential equations with  

a retarded argument in the presence of multipoint functional constraints such as equalities and inequalities. The intro-

duction provides an overview of works related to the topic of the article. The first section is devoted to the formulation 

of the optimal control problem. In the second section, the necessary condition for optimality is proved in the form  
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of an analogue of the Euler equation. In the third section, the general necessary condition for second-order optimality 

is formulated in terms of second variations of functionals defining constraints and quality criteria. From it, a necessary 

condition for second-order optimality was obtained, explicitly expressed through the parameters of the optimal control 

problem under consideration, and having a constructive nature. An analogue of the Legendre-Clebsch condition was 

established. Next, we study the case of a terminal quality criterion in the presence of terminal functional equations of 

the type of equalities and inequalities. All necessary conditions for first- and second-order optimality are established 

without assumptions of normality. 

Keywords: system of differential equations with delay; admissible control; necessary condition for optimality  

analogue of the Euler equation; Legendre-Clebsch condition; classical extremal. 
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Введение 

 

При выводе необходимых условий оптимальности второго порядка в различных задачах опти-

мального управления, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, в случае 

наличия фазовых или же функциональных ограничений на фазовую траекторию возникли существен-

ные трудности (см., напр., обзор [1]).  

Первые необходимые условия оптимальности второго порядка в общей задаче математического 

программирования в Банаховом пространстве при наличии ограничений и в некоторых задачах оптималь-

ного управления без дополнительных предположений о нормальности были получены в работах [2–6].  

В дальнейшем выводу условий оптимальности второго порядка в задачах управления, описыва-

емых дифференциальными уравнениями, при наличии фазовых или же функциональных ограничений 

были посвящены работы [7–15] и др. К настоящему времени теория необходимых условий оптималь-

ности второго порядка, в частности теория особых управлений, достаточно полно развита также в случае 

задач управления, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, без запаздывания.  

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть  0 1,t t  – заданный отрезок. Рассмотрим задачу о минимуме многоточечного функционала  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 1 2, ,..., kS u x T x T x T=   (1) 

при следующих ограничениях: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., 0, 1, ,v v kS u x T x T x T v p=   =  (2) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., 0, 1, ,v v kS u x T x T x T v p q=  = = +  (3) 

 ( )  0 1, , ,ru t U R t t t    (4) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )  0 1, , , , , ,kx t f t x t x t h u t t t t=   (5) 

 ( )  
0

0

0 0( ) , ( ), .tx t x t t E h t t=  =  (6) 

Здесь U – заданное непустое, открытое и ограниченное множество, ( ), , ,f t x y u  – заданная n-мерная 

вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными производными по 

( ), ,x y u  до второго порядка включительно, ( )1 2, ,..., , 0,v kz z z v q =  – заданные дважды непрерывно 

дифференцируемые скалярные функции, ( )h t t  – заданная непрерывно дифференцируемая скаляр-

ная функция, причем ( ) ( )00,h t x t  – заданная непрерывная на 
0t

E  – начальная вектор-функция,  

а ( )u t  – r-мерный измеримый и ограниченный вектор управляющих воздействий. 
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Предполагается, что каждой управляющей функции ( )u t  соответствует единственное абсо-

лютно непрерывное решение ( )x t  системы (5), (6), определенное на отрезке  0 1,t t . 

Управление ( )u t  назовем допустимым управлением, если соответствующее решение ( )x t  за-

дачи (5), (6) удовлетворяет ограничениям (2), (3). 

Допустимое управление ( )u t , являющееся решением поставленной задачи, назовем оптималь-

ным управлением, а соответствующий процесс ( ) ( )( ),u t x t  – оптимальным процессом 

 

2. Необходимое условие оптимальности первого порядка 
 

Допустим, что ( ) ( )( ),u t x t  – оптимальный процесс в задаче (1)–(5). Для простоты дальнейших 

изложений предположим, что для всех 1,v p=  ( ) 0vS u = , и введем обозначения 

( ) ( )', , , , , , , ,v vH t x y u f t x y u =   

( ) ( )( )   ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,v

x x vy t x h t H t H t x t y t u t t=    

  ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , ,v

xx xx vH t H t x t y t u t t   

  ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , ,v

u u vH t H t x t y t u t t 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , .v

uu uu vH t H t x t y t u t t   

Здесь ( )v t  – измеримая и ограниченная n-мерная вектор-функция, являющаяся решением интеграль-

ного уравнения   

 

( )   ( ) ( )   ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )

1

1 2' '

1

1

, ,...,
,

0, ,

t k
v k

v x v y v j

j jt

v

x T x T x T
t f r f r d t

z

t t t

=


  =    +      −   

 = 


 (7) 

где ( )j t  – характеристическая функция отрезка   ( )0 , ,it T r t  – функция, обратная к ( )h t , а штрих (') 

означает знак транспонирования. Учитывая введенные обозначения и то, что ( )v t  является решением 

системы (7), доказывается, что первая и вторая вариации функционала ( )vS u  в «точке» ( )u t  имеют 

следующий вид: 

( )vS u ( ) ( )   ( )
1

0

'1 : , 0, ,

t

v

v u

t

S u u H t u t dt v q  = −  =  (8)
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
2

1 22

, 1

, ,...,
: '

k
k

v i j

i j i j

x T x T x T
S u u x T x T

z z=

 
  =   −

 
  

 

( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( )

( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( )

( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( )

1

0

' ' '

' ' '

' ' ' , 0, .

t

v v v

xx xy yx

t

v v v

yy ux uy

v v v

xu yu uu

x t H t x t x t H t y t y t H t x t

y t H t y t u t H t x t u t H t y t

x t H t u t y t H t u t u t H t u t dt v q

−   +  +   +


+   +   +   +

+   +   +   =




 (9) 

Здесь ( )  0 1, ,ru t R t t t    – произвольная измеримая и ограниченная вектор-функция (вариация управ-

ления), а ( )x t  – вариация траектории, являющаяся решением уравнения в вариациях 

 ( )   ( )   ( )   ( ),x y ux t f t x t f t y t f t u t =  +  +   (10)

 
0

( ) 0, .tx t t E = 
 

(11) 
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Используя (8) по схеме, например из [6, 16], доказывается, что для оптимальности допустимого 

управления ( )u t  необходимо существование вектора ( ) 1

0 1, ,..., q

q R + =      такого, что  

 
0

0, 0, , 1,
q

v v

v

v p
=

  =  =  =  (12) 

 ( )1

0

: 0
q

v v

v

S u u
=

   =  (13) 

для всех ( )  0 1, ,ru t R t t t   . 

В силу представления (8) условие оптимальности (13) превращается в следующее условие опти-

мальности (аналог уравнения Эйлера [7, 8, 17]): 

 ( )   0,uH


 =  (14) 

для всех )0 1, ,t t   где ( ) ( )( ) ( )

0 0

, ,
q q

v

v v

v v

H H t t



= =

=   =    а )0 1,t t   – произвольная правильная точка 

управления ( )u t  (см., напр.: [18]). 

Необходимое условие оптимальности (14), являясь условием оптимальности первого порядка, 

может выделить достаточно большое число допустимых управлений, подозрительных на оптимальность. 

Поэтому возникает проблема поиска дополнительных критериев оптимальности (условия оптимальности 

второго порядка) для отсева неоптимальных управлений, удовлетворяющих условию оптимальности (14). 

 

3. Необходимое условие оптимальности второго порядка 

 

Через ( );K u u  обозначим множество критических вариаций управления ( )u t  в задаче (1)–(6): 

 ( ) ( ) ( ) 1 1; ; ; 0, 0, , ; 0, 1, .v vK u u u S u u v p S u u v p q =     =   = = +  (15) 

Заметим, что понятие множества критических вариаций (15) было введено в [19] (см. также [20]).  

Пусть ( )A u  – множество всех векторов 1,qR +  удовлетворяющих соотношениям (12), (13). 

Приведем необходимое условие оптимальности второго порядка в рассматриваемой задаче. 

По схеме из [21] без фактических изменений в рассуждениях доказывается  

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления ( )u t  задаче (1)–(6) необходимо, чтобы 

соотношение 

 ( )2

( )
0

max : 0
q

v v
A u

v

S u u


=

     (16) 

выполнялось для всех ( );u K u u   . 

Неравенство (16) – неявный критерий оптимальности второго порядка, и поэтому его проверка 

является очень затруднительной. 

Опираясь на условие оптимальности (16), получим конструктивно проверяемые необходимые 

условия оптимальности второго порядка, выраженные через параметры рассматриваемой задачи.   

Решение уравнения в вариациях по аналогии с [22] может быть представлено в виде: 

 ( ) ( )  
0

, ,

t

u

t

x t F t f d =     (17) 

где ( ),F t   – (n × n)-матричная функция (аналог функции Коши), являющаяся решением задачи  

( ) ( )   ( ) ( )  , , , ( ) ( ) , ,x yF t F t f r F t r f r t  = −   −     
 

( , ) , ( , ) 0, .F t t E F t t=  =  
 

Здесь E – (n × n)-единичная матрица. 
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Из (17) следует, что  

 ( ) ( ) ( )  
0

( ) ( ), ,

t

u

t

x h t y t F h t f d =  =     (18) 

 ( ) ( ) ( ) ( )   ( )
1

0

, ,

t

i i i u

t

x T y t t F T t f t u t dt =  =    (19) 

где ( )i t  – характеристическая функция отрезка  0 , it T . 

Используя представления (17)–(19) получаем, что 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
2

1 2

, 1

, ,...,
'

k
v k

i j

i j i j

x T x T x T
x T x T

z z=

 
  =

 
  

 
( ) ( ) ( )   ( )

( ) ( ) ( )( )
( )   ( )

1 1

0 0

2

1 2'

, 1

, ,...,
' ' , , ,

t t k
v k

i j u i j u

i j i jt t

x T x T x T
s u f F T F T s f s u s dsdt

z z=

 
=        

 


 (20)

 

 ( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( )   ( )
1 1 1

0 0

' ' , ,

t t t

v v

ux ux u

t t t

u t H t x t dt u H F t f t u t d dt
 

  =       
  

    (21) 

 ( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( )( )   ( )
1 1 1

0 0

' ' , .

t t t

v v

uy uy u

t t t

u t H t y t dt u H F h t f t u t d dt
 

  =       
  

    (22) 

Далее получаем, что 

( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( )
1

0

' ' ' '

t

v v v v

xx xy yx yy

t

u t H t x t x t H t y t y t H t x t y t H t y t dt  +   +   +   = 
 

 
( )   ( )

( )

( )   ( ) ( ) ( )   ( )( )

( )( ) ( )   ( ) ( )( ) ( )   ( )( )   ( )

1 1 1

0 0

'

max ,

' ' , , ' , ,

' , , ' , , .

t t t

v v

u xx xy

t t s

v v

yx yy u

u f F t H t F t s F t H t F h t s

F h t H t F t s F h t H t F h t dt f s u s dsd




=      +  + 



+  +    
 

  
 (23)

 
Введем ряд обозначений. Пусть 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
2

1 2

, 1

, ,...,
, ' , ,

k
v kv

i j i i

i j i j

x T x T x T
M s s F T F T s

z z=

 
 = −     +

 


( )
( )

( )   ( ) ( ) ( )   ( )( )

( )( ) ( )   ( ) ( )( ) ( )   ( )( )

1

max ,

' , , ' , ,

' , , ' , , ,

t

v v

xx xy

s

v v

yx yy

F t H t F t s F t H t F h t s

F h t H t F t s F h t H t F h t dt



+   +  +

+  +  



 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, , .
q

v

v

v

M s M s


=

 =    

С учетом введенных обозначений и тождеств (20)–(23) вторая вариация (9) функционала ( )vS u  

представляется в виде:  

( ) ( )   ( ) ( )   ( )

( ) ( )   ( ) ( )   ( )( )( )   ( )

1 1

0 0

1 1

0

2 '; ' ,

' , ,

t t

v

v u u

t t

t t

v v

ux uy u

t t

S u u u f M s f s u s dsdt

u s H s F s t H s F h s t ds f t u t dt

  = −      −

 
−  +  − 

  

 

 

 

( )1

0

: 0 (13)
q

v v

v

S u u  
=

= ( )   ( ) ( )   ( )( ) ( )  ( ) ( )
1 1

0

'' ' , ' ,

t t

v v

u xu yu

t t

u t f t F s t H s F h s t H s u s ds dt
 

−  +  − 
  

   
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 ( ) ( )   ( )
1

0

' , 0, .

t

v

uu

t

u t H t u t dt v q−   =  (24) 

Принимая во внимание формулу (24) в неравенстве (16), приходим к следующему утверждению. 

Теорема 2. Для оптимальности допустимого управления ( )u t  необходимо, чтобы для всех 

( )  0 1, ,ru t R t t t   , удовлетворяющих условиям  

( )   ( ) ( )   ( )
1 1

0 0

' '
0, 0, , 0, 1, ,

t t

v v

u u

t t

H t u t dt v p H t u t dt v p q  =  = = +   

выполнялось неравенство  

( )
( )   ( ) ( )   ( )

( ) ( )   ( ) ( )   ( )( )( )   ( )

1 1

0 0

1 1

0

'min ' ,

' , ,

t t

u u
A u

t t

t t

ux uy u

t t

u f M s f s u s dsdt

u s H s F s t H s F h s t ds f t u t dt





 


     +



 
+  +  + 

  

 

 

 

( )   ( ) ( )   ( )( ) ( )  ( ) ( )
1 1

0

'' ' , ' ,

t t

u xu yu

t t

u t f t F s t H s F h s t H s u s ds dt
 

 
+  +  + 

  
   

 ( ) ( )   ( )
1

0

' 0.

t

uu

t

u t H t u t dt


+     (25) 

Как видно, неравенство (25) является конструктивно проверяемым необходимым условием  

оптимальности второго порядка. Более того, из него, определяя тем или иным образом допустимую 

вариацию ( );u K u u    управления ( )u t , несложно получить ряд легко проверяемых и удобных для 

практического использования необходимых условий оптимальности второго порядка. 

Непосредственным следствием теоремы 2 является 

Следствие 1. (Аналог условия Лежандра–Клебша). Для оптимальности допустимого управления 

( )u t  в задаче (1)–(6) необходимо, чтобы для всех 
rv R  и  0 1,t t  выполнялось неравенство 

 
( )

( )  min ' 0.uu
A u

v H v



   (26) 

Доказательство этого следствия проводится по аналогии со схемой доказательства соответствую-

щего результата для случая системы уравнений без запаздывания с терминальными ограничениями из 

[6, 21] и поэтому не приводится.  

Теперь введем обозначения  

( ) ( ) ( )   ( ) ( )   ( )
1 1

', ' ,

t t

u up e e f M s f s e s dsdt
 

 

 =    + 
 

( ) ( )   ( ) ( ) ( )   ( ) ( )   ( )( )( )   ( )
1 1 1

' ' , ,

t t t

uu ux uy u

t

u t H t e t dt e s H s F s t H s F h s t ds f t e t dt
  

 

 
+  + + + 

  
    

 ( )   ( ) ( )   ( )( ) ( )  ( ) ( )
1 1

0

'' ' , ' , ,

t t

u xu yu

t t

e t f t F s t H s F h s t H s e s ds dt
 

+ + 
  

 
   (27) 

( ) ( )   ( ) ( )   ( )   ( )   ( ) ( )   ( )( )( )  
1 1 1 1 1

' , , ,

t t t t t

u u uu ux uy u

t

R f M s f s dsdt H t dt H s F s t H s F h s t ds f t dt
    

   

 
 =   + + + + 

  
    

 

   ( ) ( )   ( )( ) ( )  ( )
1 1

0

' ' , ' , ,

t t

u xu yu

t t

f t F s t H s F h s t H s ds dt
 

+ + 
  

 
   (28) 
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 ( ) ( ) ( ) ( )   ( ) ( )   ( )( ) ( )   ( )
1

, , ' , ' , ,

t

u xu yuN e M s f s F s H s F h s H s e s ds
   



  =  +  + 
   (29) 

 ( ) ( ) ( ) ( )   ( ) ( )   ( )( ) ( )   ( )
1

, ' , ' , .

t

u xu yuL M s f s F s H s F h s H s e s ds
   



  =  +  + 
   (30) 

Имеют место следующие утверждения. 

Теорема 3. Для оптимальности допустимого управления ( )u t  необходимо, чтобы для всех 

 0 1,t t  и ( )  0 1, ,re t R t t t  , удовлетворяющих условиям  

( )   ( ) ( )   ( )
1 1

0, 0, , 0, 1, ,

t t

v v

u uH t e t dt v p H t e t dt v p q = = = + 
 

 

выполнялось неравенство  

 
( )

( ) ( )min , 0.
A u

p e



   (31) 

Теорема 4. Для оптимальности допустимого управления ( )u t  необходимо, чтобы неравенство  

 
( )

( ) ( )min ' 0
A u

v R v



   (32) 

выполнялось для всех rv R  и  )0 1,t t  таких, что 

( )   ( )  
1 1

' 0, 0, , ' 0, 1, .

t t

v v

u uH t vdt v p H t vdt v p q = = = + 
 

 

Для доказательства теоремы 3 достаточно в (25) вариацию ( )u t  управления ( )u t  определить 

по формуле 

( )
 )

( )  
0

1

0, , ,

, , .

t t
u t

e t t t

  
 = 

 

 

Полагая ( )e t v= , из теоремы 3 получаем утверждение теоремы 4. Ясно, что условие оптималь-

ности (32) слабее, чем условие оптимальности (31), но его проверка в ряде случаев намного проще. 

Рассмотрим один частный случай, позволяющий получить уравнение для определения функций 
( ) ( ),P e


  и ( ) ( )R


 . Пусть в задаче (1)–(6) функционалы ( )vS u  являются терминальными, т.е.  

 ( ) ( )( )1 , 0, .v vS u x t v q=  =  (33) 

В случае задачи (2)–(6), (33) формула для ( ) ( ),M s


  принимает следующий вид: 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
2

1

1 12
, ' , ,

x t
M s F t F t s

x


 

 = −  +
  

 

( )
( )

( )   ( ) ( ) ( )   ( )( )

( )( ) ( )   ( ) ( )( ) ( )   ( )( )

1

max ,

' , , ' , ,

' , , ' , , .

t

xx xy

s

yx yy

F t H t F t s F t H t F h t s

F h t H t F t s F h t H t F h t dt

 



 

+  +  +

+   



 (34) 

Поэтому из (34) получаем, что           

 
( ) ( )

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' '
,

, , .x y

M s
f M s f r r M r s



  
=   −      

 (35) 

Принимая во внимание (35), из (29), (30) непосредственным дифференцированием получаем, что 
( ) ( ),N e


  и ( ) ( )L


  являются решениями следующих задач: 

( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' ', , ,x yN e f N e r f r N r e
  

 = −   −       −   

 
( )   ( ) ( )   ( ) ( ) ( )1, , , 0,xu uH M f e N t e
   −  +     =

 
 (36)
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( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )   ( ) ( )  
( ) ( )

' '

1

, ,

0.

x y xu uL f L r f r L r H M f

L t

    



  = −   −      −  +      

=  (37) 

Теперь с учетом (36), (37) из (27), (28) легко получить, что в случае задачи (2)–(6), (33) функции 
( ) ( ),P e


  и ( ) ( )R


  являются решениями следующих задач Коши: 

 

( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   ( )
( ) ( )

'' '

1

, ' , , ' ,

, 0,

u u uuP e e f N e N e f r e e H e

P t e

   



 = −    −      −    

=  (38)
 

 ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( )   ( )   ( ) ( )''

1, 0.u u uuR f R R f H R t
    

 = −   −   −  =  (39)
 

 

Заключение 

 

Рассматривается задача о минимуме многоточечного функционала, определенного на абсолютно 

непрерывных решениях обыкновенного дифференциального уравнения с переменным запаздыванием 

при наличии промежуточных функциональных ограничений типа равенств и неравенств на состояние 

системы. Допустимые управления входят в класс измеримых и ограниченных вектор-функций. Приве-

дены первая и вторая вариации (в классическом смысле) критерия качества и функционалов, задающие 

ограничения. Доказаны аналог уравнения Эйлера и ряд общих необходимых условий оптимальности 

второго порядка, носящих конструктивный характер, позволяющих сузить множество классических 

экстремалей, подозрительных на оптимальность. В частности, получен аналог условия Лежандра–

Клебша. Рассмотрен один частный случай. 
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