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Аннотация. Рассматривается быстрая реализация полосового алгоритма триангуляции Делоне набора  

точек плоскости. Вначале область с точками делится на полосы некоторой ширины, и производится сортировка 

точек в каждой полосе. Далее в каждой полосе строится отдельная невыпуклая триангуляция методом замета-

ющей прямой. Затем соседние полосы сшиваются между собой, а после получения триангуляции всей области 

выполняется перестроение треугольников по критерию Делоне. Приведены результаты работы алгоритма для 

равномерного и неравномерного (фрактального) распределения точек внутри области. Время работы предло-

женного алгоритма по сравнению с наиболее быстрым алгоритмом динамического кэширования оказалось 

меньше в 1,7 раза. Это объясняется существенно меньшим количеством проверок и перестроений треугольни-

ков по критерию Делоне в предложенном алгоритме. 
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Abstract. The paper presents a fast implementation of a Stripe Merging algorithm for Delaunay triangulation  

of a set of points in the plane. Initially, the area containing the points is divided into stripes of a specified width, and 

the points within each stripe are sorted. Subsequently, a separate non-convex triangulation is constructed in each stripe 

using the Sweep Line algorithm. Neighboring stripes are then merged together, and upon obtaining a triangulation  

of the entire area, the triangles are rebuilt according to the Delaunay criterion. The performance of the algorithm  

is demonstrated on both uniform and non-uniform (fractal) point distributions within the domain. The execution time 

of the proposed algorithm turned out to be 1,7 times faster than that of the most efficient iterative algorithm with 

dynamic hashing for triangle searches. This improvement can be attributed to the significantly reduced number  

of Delaunay criterion checks and triangles rebuilds performed by the proposed method. 
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Введение 

 

Задача построения триангуляции по набору заданных точек является одной из самых трудоемких 

задач, которые повсеместно используются в различных областях. Например, для распознавания объек-

тов и построения их поверхностей при обработке данных лазерного сканирования [1, 2], для иденти-

фикации пространственной сцены в системе технического зрения робота [3], при моделировании мест-

ности и распознавании образов [4]. 

Классический алгоритм триангуляции Делоне для точек на плоскости по методу «разделяй и 

властвуй» имеет порядок трудоемкости в наихудшем случае O(n٠log n) [5]. На данный момент создано 

достаточно много эффективных реализаций алгоритмов для триангуляции [6], один из самых эффектив-

ных – алгоритм динамического кэширования поиска треугольников со средней трудоемкостью O(n). 

Тем не менее исследования по разработке новых подходов или модификации уже существующих для 

определенных задач остаются актуальными. Обзор основных современных алгоритмических подходов 

можно найти в [7]. 

Модификация алгоритма заметающей прямой изложена в [8], основная идея заключается в учете 

свойств описанной вокруг треугольника окружности, что позволяет уменьшить количество вытянутых 

треугольников. 

Например, в работе [9] описывается альтернативный подход для построения триангуляции  

Делоне – генетический алгоритм, который вычисляет приближенную оптимальную триангуляцию,  

но работает дольше традиционных алгоритмов. Этот алгоритм позволяет динамически добавлять но-

вые точки в триангуляцию, что может потребоваться в ряде задач. Кроме того, он может быть распа-

раллелен.  

Не каждый алгоритм триангуляции можно реализовать параллельно, поэтому подобные иссле-

дования также являются актуальными. Однако из-за вычислительной сложности некоторых этапов  

алгоритмов их последовательная реализация иногда может отрабатывать быстрее параллельной. Так, 

в работе [10] последовательная реализация триангуляции произвольных областей методом «разделяй 

и властвуй» [5] оказалась эффективнее параллельной. 

Одним из наиболее подходящих алгоритмов для исследования возможности распараллеливания 

является алгоритм полосового слияния [11]. 

В данной работе представлена такая модификация алгоритма полосового слияния, которая поз-

волила его существенно ускорить по сравнению с алгоритмом динамического кэширования даже при 

последовательной реализации. 

 

1. Общая схема алгоритма полосового слияния 

 

Алгоритм полосового слияния содержит следующие этапы:  

1) разбиение рабочей области с точками на полосы, например по координате Y; 

2) сортировка точек по координате X в каждой полосе; 

3) триангуляция по точкам внутри каждой полосы методом заметающей прямой; 

4) сшивание полученных триангуляций в одну; 

5) проверка и перестроение всех треугольников по критерию Делоне [6]. 

При реализации алгоритма в работе [11] были обнаружены следующие проблемы: 

1) на этапе триангуляции внутри полосы могли создаваться вырожденные треугольники, когда 

все три точки лежат на одной прямой; 

2) при сшивании двух полос из-за невыпуклых границ триангуляций в полосах затруднительно 

создавать корректные треугольники. 

Первая проблема в работе [11] решалась добавлением в алгоритм дополнительных проверок  

и перестроений, а вторая – достраиванием границ полос в одном варианте до полной выпуклости,  

а в другом варианте – до частичной выпуклости с дополнением многочисленных проверок. В резуль-

тате появлялось большое количество вытянутых треугольников, которые позже снова перестраивались 
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по критерию Делоне. Из-за этого оба варианта алгоритма существенно проигрывали по быстродей-

ствию алгоритму динамического кэширования [11].  

В данной работе предлагается ряд изменений на 1-м, 3-м и 4-м этапах работы алгоритма, позво-

ливших значительно ускорить его выполнение. 

 

2. Обработка точек и структуры данных 

 

Рабочая область для построения триангуляции делится на некоторое количество полос одинако-

вой ширины. Ширина полос подбирается таким образом, чтобы обеспечить минимум перестроений 

треугольников: стороны треугольников должны быть близки к средней величине. Оптимальное коли-

чество полос, приведенное в работе [11], можно рассчитать по упрощенной формуле (с округлением 

до целого) 
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где m – количество полос, a – размер области по координате X, b – размер области по координате Y,  

n – количество точек в области. 

Для каждой полосы формируется список входящих точек, а также дополнительные четыре  

граничные точки. Стоит отметить, что координаты всех точек преобразованы к целым числам, а мини-

мальные и максимальные границы рабочей области – xmin, xmax по координате X, ymin, ymax по коорди-

нате Y – расширяются на 1 по всем направлениям. Таким образом, для всех граничных точек следует 

вычислить значения только по координате Y, так как по координате X значения будут равны соответ-

ственно xmin – 1, xmax + 1. Значения по координате Y для граничных точек вычисляются по следующему 
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где p = (ymax – ymin + 2)/m – средняя ширина полосы, Pi – вещественная переменная, Si – нижняя граница 

по оси Y для i-й полосы. Тогда в i-ю полосу попадают точки с координатами по оси Y: Si ≤ y < Si+1. 

Важным этапом является сортировка точек по оси X для каждой полосы, а при одинаковых ко-

ординатах X – по оси Y, что гарантирует отсутствие вырожденных треугольников при построении не-

выпуклой триангуляции методом заметающей прямой в каждой полосе. При использовании метода 

цифровой сортировки можно добиться линейного порядка трудоемкости O(n) для первых двух этапов. 

На трудоемкость алгоритмов часто влияет сама структура представления триангуляции. В [6] по-

дробно описаны различные структуры такого представления и их влияние на трудоемкость. Одна из 

наиболее распространенных структур триангуляции хранит в себе массив из трех номеров вершин тре-

угольника и массив из трех номеров соседних треугольников. Обход сторон треугольников в такой струк-

туре совершается всегда по часовой стрелке. Такая структура используется и в предлагаемой реализации. 

 

3. Частичная триангуляция в полосах 

 

Когда полосы готовы, в каждой из них методом заметающей прямой строится отдельная невы-

пуклая триангуляция. Первый треугольник строится из первых двух граничных точек полосы и первой 

«физической» точки полосы. Далее, продвигаясь по оси Х заметающей прямой, берется следующая 

отсортированная точка. Для нее определяется ближайшее ребро последнего построенного треуголь-

ника, строится новый треугольник с вершинами ближайшего ребра и т.д. Кроме того, на этом этапе для 

каждой полосы создаются списки номеров треугольников, образующих верхнюю и нижнюю границы 

полосы. Они необходимы для последующего сшивания триангуляций. Трудоемкость данного этапа 

также имеет порядок O(n). 
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4. Сшивание триангуляций 
 

Сшивание двух соседних полос производится по граничным ребрам невыпуклых триангуляций. 

При объединении приходится учитывать множество случаев вырожденности треугольников вслед-

ствие невыпуклости границ самих полос. Особенность новой реализации состоит в том, что при объ-

единении полос на их некоторых участках границы полос достраиваются до кусочно-выпуклой обо-

лочки только в особых, нечасто встречающихся случаях. 

Идея сшивания сводится к рассмотрению конструкции из трех ребер, как на рис. 1. Здесь S0, S1, 

S2, S3 – граничные точки нижней полосы, S2, S3, S4, S5 – граничные точки верхней полосы. Ведущее 

ребро t1b1 – ребро последнего построенного треугольника при сшивании, t1t2 – просматриваемая ниж-

няя граница верхней полосы, а b1b2 – соответственно верхняя граница нижней полосы. Во избежание 

появления вырожденных треугольников необходимо найти такую точку tn или bn, чтобы выполнялось 

условие tn > b2 или bn > t2. То есть такую точку верхней полосы, которая по координате X будет лежать 

дальше, чем текущая точка b2 нижней полосы. И наоборот, для нижней полосы точка должна лежать 

по координате X дальше, чем текущая точка t2 верхней полосы. 
 

 

Рис. 1. Пример выбора построения треугольника при сшивании полос. Ситуация t3 > b2, b3 > t2 

Fig. 1. An example of choosing the construction of a triangle when stripes are merging. Situation t3 > b2, b3 > t2 
 

Для простоты опишем алгоритм для модификации нижней границы (для верхней границы – ана-

логично). Находим точку bn, лежащую дальше точки t2 по координате X. Если n = 3, то можно постро-

ить хотя бы один невырожденный треугольник t2b1t1 или t1b2b1. Выбор, какой треугольник построить, 

определяется минимальной длиной нового ведущего ребра t2b1 или t1b2. 

Если же n > 3, строится кусочно-выпуклая оболочка на участке границ, содержащих точки [b2, bn] 

(для верхней полосы – аналогично на участке [t2, tn]). При этом изменяется список номеров треуголь-

ников, образующих границу полосы. Данная ситуация проиллюстрирована на рис. 2.  
 

 

Рис. 2. Достраивание кусочно-выпуклой оболочки при n > 3 на участке границ [b2, bn].  

Новое рассматриваемое ребро при построении треугольников – граница b1b2′ 

Fig. 2. Completion of the piecewise convex hull at n > 3 on the boundary segment [b2, bn].  

Boundary b1b2′ is a new considered edge at building triangles 
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Стоит отметить, что первоначально в качестве ведущего ребра t1b1 выбирается первое ребро 

верхней или нижней границы, правая точка которого имеет меньшую координату по оси X. Это вносит 

единообразие в обработку множества проверок на вырожденность треугольников, в том числе самого 

первого, при сшивании полос. Тогда следующее ребро выбранной границы становится рассматривае-

мым, тем самым образуется та же конструкция из ребер t1t2, t1b1, b1b2. 

 

5. Проверка и перестроение треугольников 

 

После сшивания всех полос в единую триангуляцию запускается этап проверки и перестроения 

треугольников по критерию Делоне. Это позволяет уменьшить количество проверок и перестроений 

по сравнению с алгоритмом динамического кэширования, в котором перестроение проводится после 

образования каждого нового треугольника.  

На рис. 3 представлены триангуляции до и после этапов сшивания полос и перестроения треуголь-

ников на наборе из 5 тыс. точек, полученных при наземном лазерном сканировании участка местности. 
 

 

Рис. 3. Полученные триангуляции: до сшивания полос (слева),  

после сшивания полос и перестроения треугольников (справа) 

Fig. 3. The computed triangulations before stripe merge (on the left), the final merged triangulation (on the right) 

 

6. Сравнение алгоритмов 

 

Опишем вычислительный эксперимент, в ходе которого было проведено качественное сравнение 

двух алгоритмов: динамического кэширования и невыпуклого полосового слияния. Реализация алго-

ритмов выполнена на языке C++, для замеров времени используется библиотека <chrono>. Отображе-

ния итоговых триангуляций получены программой, написанной на языке C#. 

В табл. 1 приведены сравнительные характеристики вычислительного эксперимента для двух ал-

горитмов триангуляции: DH (Dynamic Hash) – алгоритма с динамическим кэшированием поиска тре-

угольников, SM (Stripe Merging) – алгоритма невыпуклого полосового слияния. Количество точек n, 

сгенерированных по равномерному распределению, в эксперименте варьирует от 500 тыс. до 4 млн. 

Качественные характеристики для оценки алгоритмов слева направо: количество точек n, время в се-

кундах t, сумма ребер всех треугольников в триангуляции (∑ ребер), среднее значение минимального 

угла треугольников (min угол), среднее количество проверок для перестроения треугольников на точку, 

среднее количество перестроений треугольников на точку. При этом не учитывались треугольники на 

границах триангуляций, у которых хотя бы одна вершина является граничной точкой. Большинство 
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таких треугольников очень вытянутые, поэтому они заметно влияют на качественные характеристики 

итоговой триангуляции. Поэтому в практических случаях эти треугольники, содержащие «искусствен-

ные» граничные точки, обычно удаляют.  

В алгоритмах использовано два критерия перестроения треугольников – по условию Делоне и по 

минимальному ребру [5], когда для пары соседних по ребру треугольников, т.е. в четырехугольнике, 

строится диагональ меньшей длины. При таких проверке и перестроении требуется меньше вычисле-

ний, чем по условию Делоне, но полученная триангуляция будет отличаться от триангуляции Делоне. 

В ряде практических применений может использоваться любая из таких триангуляций, поэтому в табл. 1 

приведены характеристики обоих вариантов.  

Т а б л и ц а  1  

Качественные характеристики двух алгоритмов построения триангуляции 

Алгоритм, критерий n, млн t, с ∑ ребер min угол, ° 
Кол-во  

проверок 

Кол-во  

перестроений 

DH, Делоне  

0,5 

3,99 14 447 526 31,54 20,76 2,79 

DH, мин. ребро 3,62 14 286 233 31,93 19,34 2,45 

SM, Делоне 2,34 14 649 084 31,56 11,05 1,01 

SM, мин. ребро 2,22 14 465 991 32,03 10,75 0,96 

DH, Делоне  

1 

8,11 20 271 128 32,35 20,01 2,61 

DH, мин. ребро 7,46 20 097 236 32,73 18,69 2,3 

SM, Делоне 4,67 20 671 102 32,37 10,35 0,91 

SM, мин. ребро 4,33 20 465 094 32,82 10,06 0,85 

DH, Делоне  

2 

16,41 28 096 636 33,78 18,59 2,31 

DH, мин. ребро 14,97 27 936 010 34,17 17,51 2,06 

SM, Делоне 8,81 28 970 376 33,82 9,33 0,77 

SM, мин. ребро 8,49 28 773 724 34,24 9,16 0,73 

DH, Делоне  

4 

29,21 38 158 768 36,35 16,18 1,87 

DH, мин. ребро 26,91 37 996 544 36,75 15,45 1,7 

SM, Делоне 15,51 39 799 132 36,41 7,75 0,56 

SM, мин. ребро 15,14 39 617 344 36,82 7,7 0,55 

 

Проанализируем работу алгоритмов на примере набора из 500 тыс. точек. Как видно из табл. 1, 

предлагаемый алгоритм SM отрабатывает быстрее алгоритма DH в 1,7 раза. При этом отличия триан-

гуляций, полученные этими алгоритмами, несущественны и объясняются тем, что в алгоритме DH до-

бавляется всего 4 дополнительных граничных точки, а в алгоритме SM – по 4 точки в каждой полосе. 

Среднее количество проверок по критерию Делоне на одну точку в алгоритме SM почти в 2 раза 

меньше, чем в алгоритме DH, а количество перестроений почти в 3 раза меньше. 

Если провести анализ по различиям полученных результатов по критериям перестроения Делоне 

и минимального ребра, то можно увидеть, что алгоритм с перестроением по условию минимального 

ребра работает чуть быстрее и требует чуть меньше проверок. Интересно, что среднее значение мини-

мальных углов треугольников у этого алгоритма больше, т.е. в совокупности все треугольники оказа-

лись ближе к равносторонним. 

Т а б л и ц а  2  

Распределение времени на этапах полосового алгоритма 

Распределение времени 0,5 млн % от t 1 млн % от t 

Разбиение пространства и точек на полосы 0,16 7,33 0,31 7,35 

Общее время сортировки точек во всех полосах 0,31 14,23 0,69 16,51 

Общее время частичной триангуляции по полосам 0,37 16,83 0,68 16,26 

Общее время объединения всех полос 0,34 15,55 0,67 15,91 

Проверка и перестроение всех треугольников 1,01 46,06 1,84 43,96 

Общее время выполнения алгоритма, t 2,19 – 4,19 – 
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Так как предлагаемый алгоритм состоит из нескольких этапов, то интересно отследить вклад каж-

дого этапа в общее время работы. Рассмотрим время выполнения основных этапов на двух примерах: 

из 500 тыс. и 1 млн точек. Как видно из табл. 2, наибольшее влияние на общее время алгоритма имеет 

этап проверки и перестроения треугольников, его время составляет примерно 45% от общего времени. 

Этапы сортировки точек в полосах, построения триангуляции в полосах, объединения полос имеют 

примерно одинаковый вклад в процентном соотношении. 

 

7. Поведение алгоритма при неравномерном распределении точек 

 

Также было исследовано, как поведет себя алгоритм при построении триангуляции на точках, 

сгенерированных по неравномерному распределению. Моделью такого распределения внутри области, 

например квадрата, может служить фрактальное распределение с точкой сгущения в центре квадрата. 

Один из вариантов одномерного фрактального распределения в диапазоне [0, 1] задается следу-

ющей интегральной функцией распределения [12]: 

 

1

, 0 1,

0, 0,

1, 1,

ry x x

y x

y x


=  


= 

 = 


 (3) 

где r ≥ 1 – ранг распределения. 

Если r = 1, то это распределение превращается в равномерное. Чем больше r, тем больше распре-

деление отличается от равномерного. Это распределение самоподобно, так как если взять часть кривой 

в диапазоне [0, x0], умножить все x ≤ x0 на 1/x0, то соответствующие значения функции совпадут с ис-

ходными на всем диапазоне [0, 1].  

При генерации координат случайных точек по этому распределению нужно датчиком случайных 

чисел сгенерировать две независимые случайные величины d0 и d1 с равномерным распределением  

в диапазоне [0, 1). Затем вычислить случайное расстояние от центра квадрата D × D через функцию, 

обратную к функции (3): 

 0 2rR d D= . (4) 

Тогда координаты точки относительно центра квадрата вычисляются по формулам 

 ( ) ( )1 1cos 2 , sin 2x R d y R d=  =  , (5) 

причем если точка выходит за пределы квадрата, то она отбрасывается. 

В табл. 3 приведены качественные характеристики работы двух алгоритмов для фрактального 

распределения при r = 1,5 на наборах из 500 тыс. и 1 млн точек. 

Т а б л и ц а  3  

Характеристики алгоритмов при обработке точек фрактального распределения, r = 1,5 

Алгоритм, критерий n, млн t, с ∑ ребер min угол, ° 
Кол-во  

проверок 

Кол-во  

перестроений 

DH, Делоне  

0,5 

4,27 12 237 120 32,85 17,78 2,32 

DH, мин. ребро 3,91 12 102 218 33,23 16,65 2,04 

SM, Делоне 2,42 12 281 369 32,87 10,83 1,13 

SM, мин. ребро 2,44 12 124 610 33,31 10,68 1,10 

DH, Делоне  

1 

8,24 17 010 980 33,73 16,41 2,08 

DH, мин. ребро 7,56 16 853 486 34,09 15,41 1,84 

SM, Делоне 5,1 17 109 162 33,75 9,51 0,93 

SM, мин. ребро 4,72 16 925 260 34,16 9,39 0,91 

 

Как и ожидалось, время работы обоих алгоритмов увеличилось, но всего на 5%. Другие характе-

ристики построенных триангуляций изменились несущественно. Таким образом, предложенный алго-
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ритм работает достаточно эффективно как для равномерных, так и для неравномерных (фрактальных) 

распределений. 
 

 

Рис. 4. Триангуляция по набору из 2 000 точек с равномерным распределением (слева)  

и с неравномерным (фрактальным, r = 1,5) распределением (справа) 

Fig. 4. Delaunay triangulation of a set of 2000 points with uniform distribution (on the left)  

and with non-uniform (fractal, r = 1.5) distribution (on the right) 
 

На рис. 4 приведен пример построенной триангуляции предложенным полосовым алгоритмом 

по набору из 2 000 точек для равномерного и неравномерного (фрактального) распределения. 
 

Заключение 
 

В данной статье описана быстрая реализация полосового алгоритма триангуляции Делоне, время 

работы которого в 1,7 раза меньше по сравнению с известным наиболее быстрым алгоритмом динами-

ческого кэширования поиска треугольников. Этого удалось добиться за счет следующих модификаций:  

1) к каждой полосе точек добавлено 4 граничные точки; кроме того, отсортированные внутри 

полосы точки по оси Х при одинаковых координатах Х отсортированы по Y, что гарантирует отсутствие 

вырожденных треугольников при триангуляции внутри полосы; 

2) в процессе сшивания полос при выборе очередного сшивающего ребра вначале выполняются 

самые простые проверки расположения точек на границах полос, гарантирующие построение невырож-

денных треугольников, и только если эти проверки безуспешны, выполняются более сложные про-

верки и перестроение участка одной из границ до частичной выпуклости. 

Благодаря этим модификациям количество проверок треугольников уменьшилось почти в 2 раза, 

а количество перестроений треугольников – почти в 3 раза по сравнению с алгоритмом динамического 

кэширования. Как показал вычислительный эксперимент, эти выводы справедливы для области точек 

как с равномерным, так и неравномерным (фрактальным) распределением. 

Кроме того, в вычислительном эксперименте проверялась работа алгоритмов с перестроением 

треугольников не только по критерию Делоне, но и по минимальному ребру, когда получается триан-

гуляция, вполне пригодная для практического применения. При этом время работы алгоритмов сокра-

щается на 3–5%, а такие общие характеристики триангуляции, как сумма длин всех ребер всех тре-

угольников и среднее значение минимальных углов во всех треугольниках, изменяется незначительно. 

Преимуществом предложенного алгоритма является не только его более высокая скорость ра-

боты, но и возможность распараллеливания на десятки или даже сотни потоков на основных этапах 

выполнения. 
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