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Аннотация. Рассматривается задача идентификации для дискретного объекта со случайными и интерваль-

ными параметрами. Случайные параметры в модели задаются как гауссовские случайные последовательности. 

Для представления интервальных параметров используется вероятностный подход, в основе которого лежит 

замена неопределенных параметров интервального типа независимыми случайными величинами с равномер-

ным распределением. Для решения задачи идентификации используется расширенный фильтр Калмана (EKF). 

Представлены результаты моделирования. 
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Abstract. The identification problem for a discrete object with random and interval parameters is considered.  

The random parameters in the model are set as Gaussian random sequences. To represent the interval parameters,  

a probabilistic approach is used, which is based on the replacement of indeterminate interval-type parameters with 

independent random variables with a uniform distribution. The extended Kalman filter (EKF) is used to solve  

the identification problem. The simulation results are presented. 
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Введение 

 

Проблема оценки параметров стохастических динамических систем исследуется в значительной 

степени из-за ее важности для построения моделей [1–6]. Задачи идентификации стохастических систем, 

описываемых дифференциальными и разностными уравнениями, приводят к задачам нелинейного 
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оценивания. Было предложено несколько методов решения задач идентификации, большинство из кото-

рых основаны на алгоритмах нелинейной фильтрации EKF, сигма-точечных алгоритмах нелинейной филь-

трации Unscented Kalman filter (UKF) [3, 4] и кубатурных алгоритмах Cubature Kalman filter (CKF) [5, 6]. 

Области применения алгоритма EKF варьируют от систем управления до обработки сигналов, 

мониторинга работоспособности систем, навигации и эконометрики. Однако точность оценки алго-

ритма EKF может быть серьезно снижена из-за неопределенностей в описании модели, отклонений в 

измерениях, вызванных аномалиями датчиков и ошибками передачи данных. Попытки решить эту про-

блему предприняты в работах [7–14]. 

В работе [7] рассмотрены методы робастной идентификации в статических моделях.  

В [8, 9] рассмотрены задачи синтеза алгоритмов идентификации с использованием EKF при ано-

мальных ошибках и выбросах в канале измерений. 

В 10] была поставлена вспомогательная задача фильтрации по критерию H∞, в этой работе вво-

дятся дополнительные данные для учета членов более высокого порядка, которыми пренебрегали при 

решении классической задачи EKF.  

В [11, 12] представлен робастный фильтр для нелинейных систем с дискретным временем, под-

верженных неопределенностям. В работе [11] предполагается, что нелинейные функции являются не-

определенными, но принадлежат конической области. Это условие характеризуется как условие Лип-

шица для состояния системы и остаточных значений. Предложенный алгоритм также допускает, что 

динамические помехи и шумы измерений могут иметь неизвестные статистические характеристики.  

В работе [12] исследуется задача робастной фильтрации для нелинейных систем с дискретным време-

нем. Представлено явное решение задачи робастной фильтрации Калмана, основанное на уравнении 

Риккати.  

В статье [13] предлагается робастный EKF для нелинейных систем с дискретным временем с пара-

метрическими неопределенностями, неизвестным входом и коррелированными шумами в объекте и  

измерениях. Предлагается расширенная модель для одновременной оценки неизвестных входных дан-

ных и состояний системы. Разработанный фильтр гарантирует верхнюю границу ковариации ошибок 

оценки. В [14] предложен подход построения нелинейной робастной оценки при наличии неизвестных 

входных данных и параметрических неопределенностей, основанный на минимизации верхней гра-

ницы оценки.  

В настоящей работе рассматривается задача идентификации в дискретных системах с аддитив-

ными возмущениями со случайными и интервальными параметрами, причем в математическом описа-

нии случайных параметров постоянная составляющая может быть задана с интервальной неопределен-

ностью. Для интерпретации интервальной неопределенности в работе используется метод, в основе 

которого лежит вероятностный подход, заключающийся в том, что интервальный параметр заменяется 

равномерно распределенной случайной величиной [15].  

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим линейную дискретную систему с неизвестными постоянными параметрами, модель 

которой дополнительно зависит от некоторых случайных и интервальных параметров. В этом случае 

систему можно представить в виде следующего разностного уравнения: 

 0

1

( 1) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ), (0) ,
m

i i

i

x k A B k x k f k q k x x
=

+ =  +  + + =  (1) 

где ( ) R nx k   – вектор состояния в момент времени k, f(k) – известный входной вектор; x0 – случайный 

вектор с известным математическим ожиданием и ковариационной матрицей 
T

0 0 0 0 0M{( )( ) }N x x x x= − − ; R p  – вектор неизвестных постоянных параметров, подлежащих опре-

делению; ( )A   – матрица переходов состояний с интервальной неопределенностью (с заданными ниж-

ними и верхними границами ( )A   и ( )A   соответственно), ( ) Rmk   – случайные возмущения со 
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следующими характеристиками: М{ ( )} 0k = , M{ ( ) ( )} ,m kjk j I  =   1( ) R
n

q k   – случайные возмущения 

со следующими характеристиками: М{ ( )} 0q k = , M{ ( ) ( )} ,kjq k q j Q =   Q – неотрицательно определен-

ная матрица, Im – единичная матрица размерности m × m, 
kj  – символ Кронекера. 

Модель наблюдений имеет вид: 

  ( ) ( ) ( ),y k Sx k v k= +  (2) 

где ( ) R ly k   – вектор наблюдений, S – матрица канала наблюдений, 1( ) R
l

v k   – шум наблюдений 

(M{ ( )} 0v k = , TM{ ( ) ( )} δ )kjv k v j V= . 

Предполагается, что случайные последовательности ξ( )k  q(k), v(k) и вектор x0 взаимно незави-

симы, система (1) наблюдаема при параметрических возмущениях матрицы динамики A . Используя 

информацию, доступную к моменту времени [0; ],k T  необходимо построить оценку параметров ˆ( )k  

на основе минимизации следующего критерия: 

  
0

ˆ ˆ(0; ) M{ ( ( )) ( ( ))}.
T

k

J T k k

=

=  −   −   (3) 

 

2. Алгоритм идентификации 

 

Для решения задачи воспользуемся рекуррентным фильтром Калмана, при этом будем исполь-

зовать вероятностный подход для нахождения его матрицы перехода. Суть метода заключается в том, 

что интервальные параметры заменяются независимыми случайными величинами, равномерно распре-

деленными по интервалам неопределенности. 

Затем, используя вероятностный подход, заменим неопределенные интервальные матрицы A  

матрицами, элементы которых зависят от случайных величин 

  
1

1

( , ) ( ( ) ),
m

j j

j

A A A
=

  =  +   (4) 

где i  – независимые равномерно распределенные случайные величины на интервале [−1, +1]  

( 11 1( 1, )i j = m−    ). Будем считать, что случайные величины 
i  независимы от 0x , ξ( ),k  q(k) и v(k). 

В (4) матрица 1
2

( ) ( ( ) ( )),A A A =  +   является медианой интервальной матрицы ( )A  . Матрицы ,j iA B  

1( 1, ; 1, )i m j m= =  можно задать так, чтобы один элемент, соответствующий интервальному элементу 

матрицы ( )A  , оставался ненулевым (если один и тот же интервальный элемент стоит на нескольких 

позициях матрицы ( )A  , тогда матрицы ,j iA B  будут иметь несколько соответствующих ненулевых 

элементов). Значение матриц ,j iA B  можно определить по ширине интервала неопределенности эле-

ментов матрицы ( )A  .  

Тогда модель системы (1) примет вид: 

 
0

1

( 1) ( ( , ) ) ( ) ( ) ( ), (0) .
m

i i

i

x k A В x k f k q k x x
=

+ =   +  + + =  (5) 

Для построения оценки ˆ( )k  воспользуемся рекуррентным расширенным фильтром Калмана 

(EKF). Построим оценки ˆ( )x k  и ˆ( )k  при условии, что θ является неизвестным постоянным вектором.  

В качестве динамической модели вектора θ можно использовать разностное уравнение 

 0( 1) ( ), (0) ,k k + =   =   (6) 

где 0  – случайная величина с математическим ожиданием 
0  и дисперсионной матрицей 

0
.P  
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Введем в рассмотрение расширенный вектор 

 
( )

( )
( )

x k
X k

k

 
=  

 
. (7) 

Уравнения динамики модели (1) с учетом (5) можно записать в виде: 

 ( 1) ( ( ), ) ( )X k F X k k q k+ = + , (8) 

где векторная функция с учетом (4) примет вид: 

 
( ( ( )) ( ) ( )

( ( ), ) .
( )

A k x k f k
F X k k

k

 + 
=  

 
 (9) 

В (8) ( )q k  – последовательность случайных векторов, определяемая формулой  

 

1

1 1

( ) ( ) ( )
( )

0

m m

j j i i

j i

A В x k q k
q k = =

 
 +  + 

=  
 
 

 
. (10) 

Канал наблюдений примет вид: 

 ( ) ( ) ( ),y k SX k v k= +  (11) 

 где 0 .S S=  

Оценку вектора найдем с помощью рекуррентного алгоритма: 

ˆˆ( 1) ˆ( ( )) ( ) ( )
ˆ ( 1) ( )[ ( 1)

ˆ ˆ( 1) ( )

x k A k x k f k
X k K k y k

k k

 +   +
+ = = − + −      +    

 

 
0

0

0

ˆ ˆˆ( ( ( )) ( ) ( ))], (0) .
x

S A k x k f k X X
 

−  + = =  
 

 (12) 

Коэффициенты матрицы передачи фильтра равны 

 1( ) ( ) [ ( ) ( )]f fK k P k S SP k S V k  −= + , (13) 

где   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),fP k A k P k A k Q k= +  

 
ˆ ( )

ˆ ( )

( )ˆ ˆ( ( )) ( )
( ) .

0

k

X X k

p

A
A k x kF

A k
X I

=

=

     = =
 
 

 (14) 

Дисперсионная матрица P(k) определится из уравнения 

( 1) ( ( ) ) ( ) ( ) ( )( ( ) )p pP k I K k S A k P k A k I K k S + = − − +  

( ( ) ) ( )( ( ) )p pI K k S Q k I K k S + − − +
 

 0( ) ( ) ( ) , (0) ,K k V k K k P P+ =  (15) 

где  

1

1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) ) ( )
3

mm

i i i i j i i i

i j

Q k В P k В В X k X k В A P k A A X k X k A Q k     

= =

= + + + +  , 

0
,

0 0

Q
Q

 
=  

    0

0

0

0
.

0

N
P

P

 
=  

   
Оценки параметров θ для дискретной системы с интервальными и случайными параметрами 

строятся с помощью алгоритма робастного расширенного фильтра Калмана (REKF) и определяются  

по рекуррентной схеме (12). Матричные коэффициенты перехода ( )K k  рассчитываются по формуле (13), 

а матрица P(k) определится из уравнения (15). 
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3. Результаты моделирования 

 

Моделирование алгоритма идентификации выполнено для модели объекта, в которой интер-

вальный параметр заменен на равномерно распределенную случайную величину 1  на интервале  

[–γ1, + γ1]: 

 
1 1 1 1 1 2 1

2 1 1 2 2 2

( 1) (0,8 ) ( ) (0,3 ( )) ( ) ( ),

( 1) ( ) (1 ) ( ) ( ).

x k x k k x k f k

x k x k x k f k

+ = −  + +  +  +

+ =  + −  +  (16) 

В (16) 1 2,   – неизвестные параметры, подлежащие определению, 1( )k  – гауссовская случайная по-

следовательность с характеристиками 

1М{ ( )} 0k =  и 2

2

1 1M{ ( ) ( )} .kjk j  =    

Модель (16) может быть представлена в векторно-матричном виде (5) с матрицами 

2 1

1 1

0,65 0 1 0 0 0
, , , ,

0,35 0,9 0 1 0 0 0 0
A S A B

        
= = = =       

         

  
14 0 2,5 0 0,2

, , ( ) .
0 15 0 1,5 0

Q V f k
     

= = =     
     

 ()

 

Начальные условия: 

00

100 96 10 0 10 0
ˆ(0) , (0) , , .

250 245 0 10 0 10
x x N P

       
= = = =       

       
 

Матрица S канала наблюдений (2) принималась равной 2I . При моделировании точные значения пара-

метров следующие:  

1 20,15; 0,95. =  =  

Качество идентификации оценивалось посредством сравнения стандартных ошибок отклонений  

 

2

1

ˆ( ( ) ( ))

, ( 1,2)
1

T

i i

k
i

k k

i
T

=

 − 

 = =
−


 (18) 

для следующих алгоритмов: 

– (EKF) используется расширенный фильтр Калмана для системы, учитывающей номинальные зна-

чения параметров матрицы A (интервальная неопределенность и случайные параметры не учитываются); 

– (REKF) реализуется предложенный фильтр (6) с коэффициентами перехода K(k), которые рас-

считываются по формуле (12). 

Стандартные ошибки отклонений оценок параметров для первой и второй компонент σ1 и σ2 при-

ведены в таблице для методов EKF и REKF. Моделирование выполнено при T = 100 с усреднением по 

1 000 реализациям. 

Результаты сравнения стандартных ошибок отклонений оценок σi вектора параметров  

№  

п/п 
γ1 γ2 

i 

номер компоненты 

EKF REKF 

σi σi 

1 0,1 0,1 
1 0,073 0,050 

2 0,141 0,138 

2 0,25 0,25 
1 0,266 0,102 

2 0,189 0,145 

3 0,5 0,1 
1 0,362 0,140 

2 0,209 0,149 

4 0,1 0,5 
1 0,257 0,111 

2 0,183 0,145 

5 0,5 0,5 
1 0,517 0,154 

2 0,265 0,153 
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На рис. 1 приведены реализации оценок параметров для алгоритмов EKF и REKF при  

γ1 = 0,5 и γ2 = 0,5. 
 

 
a                                                                                                  b 

Рис. 1. Оценки параметров для алгоритмов REKF (сплошная линия), EKF (штрих-пунктирная линия),  

точные значения (пунтирная линия); a – оценки θ1, b – оценки θ2 

Fig. 1. Parameter estimates for RЕFK algorithm (solid line), EFK (dashed line),  

exact values (dotted line), a) estimates θ1, b) estimates θ2 
 

Из таблицы видно, что алгоритм REKF, учитывающий случайные параметры и интервальную 

неопределенность параметров в матрице А, имеет преимущество в точности по сравнению расширен-

ным фильтром Калмана, построенным по номинальным значениям параметров (EKF), при этом с ростом 

параметров γ1 и γ2, определяющих интенсивность случайного процесса 1( )k  и величину интервала 

неопределенности параметра 1 , преимущество алгоритма REKF над алгоритмом EKF увеличивается. 

 

Заключение 

 

В статье предложен алгоритм идентификации для дискретного объекта со случайными и интер-

вальными параметрами. Случайные параметры в модели задаются как гауссовские случайные после-

довательности. Для представления интервальных параметров используется вероятностный подход,  

в основе которого лежит замена параметров интервального типа независимыми случайными величи-

нами с равномерным распределением. Оценки строятся на основе рекуррентных схем калмановской 

фильтрации.  

Результаты моделирования показали, что совместный учет в модели случайных и интервальных 

параметров (алгоритм REKF) позволяет повысить точность идентификации по сравнению с классиче-

ским алгоритмом идентификации, построенным с использованием расширенного фильтра Калмана 

(алгоритм EKF), рассчитанного по номинальным значениям параметров модели. 
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