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Аннотация. Выполняется построение решения неоднородного эллиптического урав-

нения четвертого порядка в рамках теории Кирхгофа–Лява тонких изотропных пла-

стин с использованием полиномов Лежандра и Чебышева первого рода. Предпола-

гается, что область интегрирования представляет собой прямоугольник. В качестве 

граничных условий используются такие типы граничных условий, которые соответ-

ствуют защемлению по контуру прямоугольной пластины, шарнирному опиранию 

и их комбинации. Функция, аппроксимирующая решение рассматриваемого уравне-

ния, представляется в виде конечной суммы ряда этих полиномов для каждой неза-

висимой переменной. С использованием метода коллокации в сочетании с матрич-

ными преобразованиями и свойствами многочленов Лежандра и Чебышева краевая 

задача сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений относи-

тельно коэффициентов при разложении искомой функции по этим полиномам.  

При этом в качестве точек коллокации применяются нули многочленов Лежандра и 

Чебышева для каждой независимой переменной. Представлены результаты расчетов 

с использованием предложенного метода изгиба квадратной тонкой изотропной 

пластины при рассматриваемых граничных условиях под действием распределен-

ной нагрузки интенсивностью определенного вида, приводящего к аналитическому 

решению соответствующей краевой задачи. Как показало сравнение, построенные 

решения с высокой степенью точности совпадают с аналитическими решениями. 
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Abstract. This paper constructs a solution to a fourth-order inhomogeneous elliptic equa-

tion within the framework of the Kirchhoff–Love theory of thin isotropic plates using the 

Legendre and Chebyshev polynomials of the first kind. It is assumed that the integration 

domain is a rectangle. The types of boundary conditions that correspond to pinching along 

the contour of a rectangular plate, hinged support, and their combinations are used as 

boundary conditions. The function that approximates the solution of the equation under 

consideration is represented as a finite sum of a series of these polynomials for each inde-

pendent variable. Using the collocation method in combination with matrix transformations 

and properties of Legendre and Chebyshev polynomials, the boundary value problem  

is reduced to solving a system of linear algebraic equations with respect to coefficients in 

the expansion of the desired function in these polynomials. In this case, the zeros of the 

Legendre and Chebyshev polynomials for each independent variable are used as colloca-

tion points. The results of calculations using the proposed method of bending a square thin 

isotropic plate under the considered boundary conditions under the influence of a distributed 

load of a certain type of intensity leading to an analytical solution of the corresponding 

boundary value problem are presented. According to the comparison, the constructed  

solutions coincide with the analytical solutions with a high degree of accuracy. 

Keywords: inhomogeneous elliptic equation of high order, orthogonal polynomials, bending 

of thin isotropic plates 
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Введение 

 

Теория краевых задач для эллиптических уравнений высокого порядка в насто-

ящее время интенсивно развивается. Построение решения таких уравнений необ-

ходимо, в частности, для моделирования напряженно-деформированных состояний 

тонких изотропных пластин, которые находятся под действием заданных нагру-

зок. Такие пластины, обладая достаточной прочностью, используются при проек-

тировании конструкций в авиационной и судостроительной промышленности [1]. 

Величины прогибов пластин определяются согласно теории Кирхгофа–Лява на ос-



Гермидер О.В., Попов В.Н. О решении краевой задачи для неоднородного уравнения 

7 

нове решения бигармонического уравнения [2] с граничными условиями защем-

ленного, шарнирно закрепленного и свободного края пластин. Бигармоническое 

уравнение рассматривалось в ряде работ [1–11]. Для получения решения в [3–5] 

использован проекционно-сеточный метод коллокации и наименьших квадратов, 

в [6, 7] − спектральные методы, в [8, 9] − методы конечных элементов и разностей 

соответственно, в [10] − метод сплайн-коллокации, в [11] решение построено  

в виде рядов по собственным функциям Папковича–Фадля. Прогиб пластин при 

жестком защемлении всех сторон относится к сложным вычислительным задачам [1], 

и для его определения предлагаются новые подходы к построению решения бигар-

монического уравнения. В [12] произведена оценка напряженно-деформированного 

состояния элемента конструкции, выполненного в виде закрепленной по контуру 

пластины из изотропного и ортотропного материалов, при действии импульсной 

нагрузки с применением конечно-разностных соотношений. 

Представленная работа является продолжением проводимых исследований  

тонких изотропных пластин в рамках теории Кирхгофа–Лява. Построение решения 

краевой задачи изгиба прямоугольной тонкой изотропной пластины при воздей-

ствии нормальной распределенной по ее поверхности нагрузки выполнено мето-

дом коллокации с использованием многочленов Лежандра и Чебышева первого 

рода. Рассмотрены такие граничные условия, как защемление по всему контуру 

пластины, шарнирное закрепление на краях и их комбинация. В качестве точек 

коллокации использованы нули многочленов Лежандра и Чебышева. Решение не-

однородного эллиптического уравнения четвертого порядка представлено в виде 

усеченного ряда по этим многочленам для каждой независимой переменной. Ко-

эффициенты в этом разложении искомой функции получены путем решения си-

стемы линейных алгебраических уравнений. Представлены результаты расчетов  

с использованием выбранных точек коллокации. Проведено сравнение полученных 

результатов вычислений с аналитическими решениями краевых задач и их поли-

номиальными интерполяциями на основе значений функций в этих точках с при-

менением свойств многочленов Лежандра и Чебышева. Коэффициенты в этих 

представлениях найдены с помощью обратных матриц, которые записываются  

в явном виде. Показано, что построенные решения краевых задач с использова-

нием многочленов Лежандра и Чебышева с высокой степенью точности совпадают 

с соответствующими аналитическими решениями. 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим краевую задачу для бигармонического уравнения Софи Жермен–

Лагранжа в рамках теории тонких пластин с малыми прогибами [2]: 

 
4 4 4

4 2 2 4
2

w w w q

Dx x y y

  
+ + =

   
, (1) 

где w(x, y) − прогиб пластины, q(x, y) − интенсивность внешней поперечной 

нагрузки, 
3 2/12(1 )D Eh= −   − цилиндрическая жесткость пластины, h − толщина 

пластины, E − модуль Юнга, ν − коэффициент Пуассона. Рассматриваемая пла-

стина тонкая, изотропная, прямоугольная ( 10 x d  , 20 y d  , / 2 / 2h z h−   ). 

Прогибы пластинки, отсчитываемые от ее недеформированной срединной плоско-

сти xy, малы в сравнении с толщиной пластинки.  
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В качестве граничных условий используем защемление по контуру рассматри-
ваемой пластины [2]: 

 0w = ,   0
w

x


=


,   10,x d= ,  (2) 

 0w = ,   0
w

y


=


,   20,y d= ,  (3) 

шарнирное закрепление 

 0w = ,   
2

2
0

w

x


=


,   10,x d= , (4) 

 0w = ,   0
2

2

=




y

w
,   20,y d= . (5) 

и их комбинацию 

 0w = ,   0
w

x


=


,   10,x d= , (6) 

 0w = ,   
2

2
0

w

y


=


,   20,y d= .  (7) 

Предположения теории тонких пластин с малыми прогибами [2] являются удо-
влетворительными для расчета нагрузки на изгиб в случае, когда прогибы пластинки 
малы в сравнении с ее толщиной h [2] и отношение толщины к размерам плоскости 

пластины относительно мало ( / 10id h  , 1, 2i = ) [13]. В этом случае влиянием попе-

речных сдвиговых деформаций на прогибы можно пренебречь, в то время как для пла-
стинок значительной толщины, в особенности когда последние подвергаются дей-
ствию резко сосредоточенных нагрузок, это влияние становится значительным [2, 14]. 

Покажем принцип построения решений для краевой задачи (1)−(3) с использо-
ванием многочленов Лежандра и Чебышева. 

 

Построение решения краевой задачи с использованием  
полиномов Лежандра 

 

Полиномы Лежандра образуют на отрезке [ 1;1]t −  ортогональную систему 

функций и определяются формулой Родрига [15]: 

0 ( ) 1P t = ,   21
( ) ( 1)

2 !

j
j

j j j

d
P t t

j dt
= − ,   1j  . 

Рекуррентная формула для их вычисления имеет вид [15]: 

1( )P t t= ,   
1 1( 1) ( ) (2 1) ( ) ( )j j jj P t j tP t jP t+ −+ = + − ,   1j  . 

Для представления функции w(x, y) с 1[0; ]x d  и 2[0; ]y d  в виде частичной 

суммы ряда Фурье−Лежандра [15] введем новые переменные [ 1;1]ix  −  ( 1, 2i = ): 

1

1

2
1x x

d
= − ,   

2

2

2
1x y

d
= − . 

Краевая задача (1)−(3) в новых переменных примет вид: 

 
4 4 4

1 3 24 2 2 4

1 1 2 2

w w w q

Dx x x x

  
 +  +  =

   
,   

4

16
i

id
 = ,   ( 1, 2i = ),   3 2 2

1 2

32

d d
 = , (8) 
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 0w = ,   
1

0
w

x


=


,   1 1,1x = − , (9) 

 0w = ,   
2

0
w

x


=


,   2 1,1x = − . (10) 

Представим w(x1, y2) в виде частичной суммы ряда Фурье−Лежандра: 

 
1

1 2 1 2

1

1 2 1 2 1 1 2 2

0
1,2

( , ) ( ) ( ) P ( ) P ( )A
n

k k k k

k
i

w x x a P x P x x x
=
=

= =  , (11) 

где ( )ix
i

P  − матрица-строка размером 1 in  ( 1i in n = + , 1, 2i = ): 

0 1 1( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
i ii i i n i n ix P x P x P x P x−=

i
P , 

A − матрица-столбец, имеющая размер 1 2 1n n   , элементами которой являются ко-

эффициенты 
1 2k ka  в разложении (11): 

1 2 1 200 01 1( )T

n n n na a a a−=A , знаком   в (11) 

обозначено тензорное умножение двух матриц [18]. 
Выберем в бигармоническом уравнении (8) в качестве точек коллокации для пере-

менных x1 и x2 нули многочленов 
1 1nP +

 и 
2 1nP +

 соответственно. Находим их согласно 

[16] как собственные значения квадратных симметричных матриц L1 и L2 размерами 

' '

i in n  с ненулевыми элементами 2

, 1 , 1 1( 1) / 4( 1) 1
i i i ii k k i k k iL L k k+ += = + + −  ( 0, 1i ik n= − , 

1, 2i = ) [16]. Здесь и ниже нумерацию строк и столбцов осуществляем с нуля. Вы-

бранные точки коллокации симметричны относительно нуля. Например, в случае 
n1 = 9 матрица L1 имеет вид: 

3
0 0 0 0 0 0 0 0 0

3

3 2 15
0 0 0 0 0 0 0 0

3 15

2 15 3 35
0 0 0 0 0 0 0 0

15 35

3 35 4 7
0 0 0 0 0 0 0 0

35 21

4 7 5 33
0 0 0 0 0 0 0 0

21 11

5 33 6 143
0 0 0 0 0 0 0 0

11 143

6 143 7 195
0 0 0 0 0 0 0 0

143 195

7 195 8 255
0 0 0 0 0 0 0 0

195 255

8 255 9 323
0 0 0 0 0 0 0 0

255 323

9 323
0 0 0 0 0 0 0 0 0

323

















= 



1
L ,


















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


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Собственные значения матрицы L1, вычислены точностью 10–4: 

1 9 1 0 0 9739, ,x x ,= − = , 
1 8 11 0 8651, ,x x ,= − = , 

1 7 1 2 0 6794, ,x x ,= − = , 
1 6 1 3 0 4334, ,x x ,= − = , 

1 5 1 4 0 1489, ,x x ,= − = . При n1 = 10 получаем 
110 1 0 0 9782, ,x x ,= − = , 

1 9 11 0 8871, ,x x ,= − = , 

1 8 1 2 0 7302, ,x x ,= − = , 
1 7 1 3 0 5191, ,x x ,= − = , 

1 6 1 4 0 2695, ,x x ,= − = , 
1 5 0,x = . 

Используя равенство [16] 

 
1

0
нечет

(2 1) ( )
i

i

i

i

i k

j
j

i k i

ki
j k

dP
k P x

dx

−

=
+ −

= + , (12) 

производную ( )ix
i

P  по переменой ix  запишем в виде: 

 
i

d

dx
=i

P
P J

i i
, (13) 

где J
i  − верхнетреугольная матрица размером i in n   с ненулевыми элементами 

, 2 1
i ii k j iJ k= + , 0i ij k−   и i ij k+  нечетное, , 0,i i ij k n= , 1, 2i = . 

В случае n1 = 9 матрица J1 имеет вид: 

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 3 0 3 0 3 0 3 0

0 0 0 5 0 5 0 5 0 5

0 0 0 0 7 0 7 0 7 0

0 0 0 0 0 9 0 9 0 9

0 0 0 0 0 0 11 0 11 0

0 0 0 0 0 0 0 13 0 13

0 0 0 0 0 0 0 0 15 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 17

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 

1
J . 

Вторую и четвертую производные ( )ixP
i  по каждой переменной xi находим, 

соответственно, как 

 
d

d

j

j

j

ix
=

P
P Ji

i i
,   2, 4j = ,   1, 2i = , (14) 

Подставляя (11), (13) и (14) в уравнение (8) в точках коллокации 
, ii kx  ( 0,i ik n= , 

1, 2i = ), приходим к системе линейных ' '

1 2n n  уравнений, в которой согласно гра-

ничным условиям (9) и (10) осуществляем замену уравнений в точках, для которых 

,0i ix x=  или 
, ii i nx x= , на уравнения 

 
22 2,( 1) ( ) 0kx−  =

1
P P A ,      

22 2,,(1) ( ) 0kx =
1

P P A , (15) 

 
11, 2( ) ( 1) 0kx  − =

1
P P A ,      

11, 2( ) (1) 0kx  =
1

P P A , (16) 

а в точках 
,1ix  и 

, 1ii nx −
 на уравнения 

 
22 2,( 1) ( ) 0kx−  =

1 1
P J P A ,      

22 2,(1) ( ) 0kx =
1 1

P J P A , (17) 
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11, 2( ) ( ( 1) ) 0kx  − =

1 2
P P J A ,      

11, 2( ) ( (1) ) 0kx  =
1 2

P P J A . (18) 

Полученная таким образом система линейных алгебраических уравнений в мат-

ричной форме имеет вид: 

 =BA F ,      
5

1i=

=B B
i

, (19) 

где Bi ( 1, 5i = ) − квадратные матрицы, имеющие размер ' ' ' '

1 2 1 2n n n n : 

4

1
 =  

1 1 1 2
B G J G ,   ( )2 2

3
 =  

2 1 1 2 2
B G J G J ,   ( )4

2
 =  

3 1 2 2
B G G J , 

1=  + 
4 3 2 4

B G G G G ,   ( )=  + 5 5 1 2 1 6 2B G J G G G J . 

Здесь Gi ( 1, 2i = ) − квадратные матрицы размером i in n  , в которых ki-е строки 

равны соответственно 
,( )

ii kxP
i

 ( 0,i ik n= ). Матрица G
i  получена из Gi путем  

замены первых и последних двух строк в Gi ( 1, 2i = ) на нулевые. Квадратные 

1 1n n   матрицы G3 и G5 содержат только две ненулевые строки с элементами: 

1

1 13,0, 1,, ( 1) ( 1)
j

j jG P= − = − , 
1 1 13, , 1,, (1) 1n j jG P= = , 

1

1 15,1, 1,, ( 1) ( 1)
j

j jG P= − = − , 
1 1 15, 1, 1,, (1) 1n j jG P− = =  ( 1 10,j n= ). 

Подобные структуры имеют и квадратные 2 2n n   матрицы G4 и G6. Ненулевые 

элементы матрицы-столбца 
1 2 1 200 01 1( )T

n n n nf f f f−=F  определяются как  

1 2 21, 1 2,( ( ), ( )) /k k k kf q x x y x D= , 

где 
22,i ik n −= , 1, 2i = . 

Решение уравнения (19) находим LU-методом. Восстановив элементы матри-

цы A, функцию w(x1, x2) получаем, используя (11) 
 

Построение решения краевой задачи с использованием  

полиномов Чебышева 
 

Полиномы Чебышева образуют на отрезке [ 1;1]t −  ортогональную систему 

функций и определяются согласно [17] как 

 ( ) cos( arccos )jT t j t= ,    0j  . (20) 

Рекуррентная формула для них имеет вид [17]: 

 0 ( ) 1T t = ,    1( )T t t= ,    
1 1( ) 2 ( ) ( )j j jT t tT t T t+ −= − ,    0j  . (21) 

Представим w(x1, x2) в виде частичной суммы ряда Фурье–Чебышева: 

 
1 2 1 21 2 1 2 1 2

0
1,2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

i

n

k k k k

k
i

w x x a T x T x x x
=

=

= =  1 2
T T A , (22) 

где 
0 1 1( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

i ii i i n i n ix T x T x T x T x−=T
i

,   ( 1, 2i = ). 

В качестве точек коллокации для переменных x1 и x2 в этом случае выберем 

нули многочленов 
1 1nT +

 и 
2 1nT +

 соответственно: 

 
*

,

π(2 2 1)
cos

2( 1)i

i i

i k

i

n k
x

n

 − +
=  

+ 
,   0,i ik n= ,   1, 2i = . (23) 
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Точки (23) расположены симметрично относительно нуля. При n1 = 9, вычисляя 

по (23) c точностью 10–4, имеем: 
1 9 1 0

* * 0 9877
, ,

x x ,= − = , * *

1 8 1 1 0 8970, ,x x ,= − = , 

* *

1 7 1 2 0 7070, ,x x ,= − = , * *

1 6 1 3 0 4540, ,x x ,= − = , * *

1 5 1 4 0 1564, ,x x ,= − = . При n1 = 10 полу-

чаем * *

1 10 1 0 0 9898, ,x x ,= − = , * *

1 9 1 1 0 9095, ,x x ,= − = , * *

1 8 1 2 0 7556, ,x x ,= − = , * *

1 7 1 3 0 5405, ,x x ,= − =

, * *

1 6 1 4 0 2819, ,x x ,= − = , *

1 5 0,x = . 

Подставляя (23) в (20), имеем 

 
*

,

π (2 2 1)
( ) cos

2( 1)i i

i i i

j i k

i

j n k
T x

n

 − +
=  

+ 
,   , 0,i i ij k n= ,   1, 2i = . (24) 

Используя равенство [16] 

 
1

0
нечет

( )
i

i

i

i

i k

j
j

i k k i

ki
j k

dT
j c T x

dx

−

=
+ −

=  ,   0j  , (25) 

где 0 1c =  и 2
ikc =  ( 0ik  ), производную ( )ixT

i  по переменой xi запишем в виде 

произведения: 

 
i

d

dx
=

T
T Ji

i i
, (26) 

где Ji − верхнетреугольная матрица с ненулевыми элементами 
,0 ii j iJ j=  (ji нечет-

ное, 1i ij n= ) и 
, 2

i ii k j iJ k= , ( 0i ij k−   и i ij k+  нечетное, , 1,i i ij k n= , 1, 2i = ). 

При n1 = 9 матрица J1 в этом случае имеет вид: 

0 1 0 3 0 5 0 7 0 9

0 0 4 0 8 0 12 0 16 0

0 0 0 6 0 10 0 14 0 18

0 0 0 0 8 0 12 0 16 0

0 0 0 0 0 10 0 14 0 18

0 0 0 0 0 0 12 0 16 0

0 0 0 0 0 0 0 14 0 18

0 0 0 0 0 0 0 0 16 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 18

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 

1
J . 

Для второй и четвертой производных ( )ixT
i  по xi получаем 

 
j

j

j

i

d

dx
=

T
T Ji

i i
,   2, 4j = ,   1, 2i = . (27) 

Подставляя (22), (26) и (27) в уравнение (8) в точках коллокации (23), приходим 

к системе (19), в которой осуществлена замена уравнений в точках, для которых 
*

,0i ix x= , *

,1ix  и *

, 1ii i nx x −= , *

, ii nx , на уравнения (9) и (10). Решение уравнения (19) 

находим LU-методом. Восстановив элементы матрицы A, функцию w(x1, x2) в этом 

случае получаем, используя (22). 
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Результаты вычислений и их анализ 
 

Рассмотрим изгиб прямоугольной изотропной пластины под действием попе-

речной нагрузки, все края которой защемлены:  

1 2

0

1 2

π(2 ) π(2 )
( , ) cos cos

x d y d
q x y q

d d

    − −
= +    

   

 

4 4

1 2 1 2

4 2 2 2 2 2

1 21 2 1 2

π(2 ) π(2 )1 1
cos cos

π ( )

d d x d y d

d dD d d d d

    − −
+ +      +     

, 

где 0 0.1q =  МПа. 

В этом случае аналитическое решение краевой задачи (1)–(3) имеет вид: 

 
4 4

0 1 2 1 2

4 2 2 2

1 21 2

π(2 ) π(2 )
( , ) 1 cos 1 cos

π ( )

q d d x d y d
w x y

d dD d d

     − −
= + +       +      

. (28) 

При проведении вычислений использованы значения физических параметров 

из [3, 4]: d1 = d2 = 10 м, h = 0.1 м, E = 200 ГПа, ν = 0.28, n1, 2 = n. В табл. 1 представлены 

результаты вычислений с использованием полиномиальных аппроксимаций (11)  

и (22) при выборе в качестве точек коллокации в (8)–(10) нулей полиномов  

Лежандра и Чебышева (23) соответственно. Для расчета погрешностей построен-

ных решений wn с использованием (11) и (22) в сравнении с аналитическим реше-

нием (28), следуя [3, 4], применено 100 равномерно распределенных контрольных 

точек (xi, yj): 

 
,

,

max ( , ) ( , )

max ( , )

i j n i j
i j

n

i j
i j

w x y w x y
E

w x y


−
= . (29) 

В табл. 1 приведены значения величин погрешностей вычислений между по-

следовательными итерациями n – 1 и n: 

 
1

,

,

max ( , ) ( , )

max ( , )

n i j n i j
i j

n

n i j
i j

w x y w x y
E

w x y

−−
= . (30) 

В табл. 1 приведены результаты вычислений с использованием полиномиаль-

ных интерполяций (11) и (22) функции (28) на основе ее значений в точках, кото-

рые соответствуют нулям полиномов Лежандра и Чебышева. Погрешности полу-

ченных функций обозначены ,p nE


. Коэффициенты в этих представлениях 

найдены с помощью обратных матриц 1−

1
G  и 1−

2
G . В случае полиномиальной ин-

терполяции Лежандра (11) получаем 

  =
1 1

G G A W ,     1 1− −= 
1 2

A G G W , (31) 

где 
21,0 2,0 1,0 2,1 1, 1 2,W ( ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )))T

n nw x x y x w x x y x w x x y x= . 

Используя свойство конечных сумм для многочленов Лежандра [16, 19] 
1

1 2 1 1, 21, 1, 1,

0

( ) ( ) ( ) γ δ
n

j k j k P k P, j j j

k

P x P x g x
=

= ,   
1

2
γ

2 1
P, j

j
=

+
, 

где 
1, 2

δ j j
 − символ Кронекера, 
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2

1,

1, 2 ' 2 2 2

1, 1 1, 1 2 1,

2(1 )2
( )

(1 )( ( )) ( 2) ( )

k

P k

k n k n k

x
g x

x P x n P x+ +

−
= =

− +
, 

находим обратные матрицы 1−

1
G  и 1−

2
G : 1

, 1, ,( ) ( ) / γ
i i i i ii j k i j k p k P jG G w x− =  ( , 1,i i ij k n= , 

1, 2i = ). 

В случае полиномиальной интерполяции Чебышева (22) в точках (23) с помо-

щью равенства [16, 17] 
1

1 2 1 1, 2

* * *

1, 1, 1,

0

( ) ( ) ( ) γ δ
n

j k j k T k T, j j j

k

T x T x g x
=

= ,  

0γ πT, = ,   
,

π
γ

2
T j = ,   0j  ,   *

1,

1

π
( )

1
T kg x

n
=

+
, 

получаем обратную матрицу 1−
G

i
 путем транспонирования Gi, умножения T

i
G  на 

2 / ( 1)in +  ( 1, 2i = ) и деления элементов первой строки этой матрицы на 2. 

Во втором и пятом столбцах табл. 1 приведены погрешности вычислений 
nE


 

по формуле (29) с использованием полиномиальных аппроксимаций Лежандра (11) 

и Чебышева (22) решения краевой задачи (8)−(10) в сравнении с аналитическим 

решением (28) этой задачи, в третьем и шестом столбцах табл. 1 представлены по-

грешности вычислений 
nE  по формуле (30) между последовательными итераци-

ями n – 1 и n при построении решения, в четвертом и седьмом столбцах указаны 

погрешности вычислений ,p nE


 с использованием полиномиальных интерполя-

ций функции (28) с использованием обратных матриц. 

Т а б л и ц а  1  

Значения погрешностей для защемленной по контуру пластины 

n 
(11) (22), (23) 

nE


 nE  
,p nE


 

nE


 nE  
,p nE


 

9 2.7·10–3 2.9·10–3 5.5·10–5 1.8·10–3 2.3·10–3 4.2·10–5 

11 9.3·10–5 1.0·10–4 1.2·10–6 5.9·10–5 7.0·10–5 8.0·10–7 

18 5.9·10–12 3.8·10–10 2.4·10–14 3.5·10–12 1.9·10–10 9.4·10–15 
 

Рассмотрим изгиб срединной плоскости прямоугольной изотропной пластины, 

все края которой шарнирно закреплены ((4) и (5)) и которая находится под дей-

ствием поперечной нагрузки 

0

1 2

π π
( , ) sin sin

x y
q x y q

d d

   
=    

   
. 

В этом случае аналитическое решение краевой задачи (1), (4), (5) имеет вид [2]: 

 
4 4

1 2

4 2 2 2

1 2

( , )
( , )

π ( )

q x y d d
w x y

D d d
=

+
. (32) 

В табл. 2 представлены результаты вычислений в сравнении с [3]. Приведем 

сравнение с результатами, полученные в [4, 5]. В работе [4] значение относитель-

ной погрешности вычислений интегральным методом коллокации и наименьших 
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квадратов 
137.58 10nE −


=   достигнуто с использованием сетки 16 × 16 и локаль-

ной системы линейных уравнений с ( 1)( 2) / 2l K K= + +  неизвестными при K = 10. 

Для достижения относительной погрешности решения методом коллокации и 

наименьших квадратов в пространстве полиномов Чебышева значения 
71.11 10nE −


=   в [5] применена сетка 16 × 16, в каждой ячейке которой записана 

локальная система линейных алгебраических уравнений с ( 1)( 2) / 2l K K= + +  не-

известными, где K = 7 − степень старшего полинома Чебышева. 

Из представленных результатов следует, что для построения решения предла-

гаемым в настоящей работе методом необходимо значительно меньше точек дис-

кретного спектра по сравнению с [3–5], и ранг матрицы системы линейных алгеб-

раических уравнений (19), к решению которой сведена краевая задача (1), (4) и (5), 

равен 2( 1)n + . 

Т а б л и ц а  2  

Значения погрешностей для шарнирного закрепления 

n 
(11) (22), (23) 

[3] 
nE


 nE  

,p nE


 
nE


 nE  

,p nE


 

9 8.0·10–5 5.8·10–5 1.3·10–7 6.2·10–5 5.2·10–5 9.4·10–8 1.8·10–2 

11 9.2·10–7 7.2·10–7 6.7·10–10 6.6·10–7 5.8·10–7 4.4·10–10 – 

18 5.8·10–16 1.1·10–13 2.3·10–16 1.3·10–14 7.8·10–14 1.1·10–14 2.8·10–3 
 

Рассмотрим случай, когда на двух краях x = 0 и x = d1 пластина защемлена (6), 

на других краях шарнирно опирается (7). На прямоугольную пластину действует 

распределенная нагрузка 
4

1

0 2 2 2

1 21 2

2π ) π
( , ) cos sin

( 4 )

d x y
q x y q

d dd d

    
= −     +     

. 

Аналитическое решение задачи (1), (6) и (7) имеет вид: 
4 4

0 1 2 1

4 2 2 2

1 21 2

π(2 ) π )
( , ) 1 cos sin

π ( 4 )

q d d x d y
w x y

d dD d d

    −
= +     +     

. 

Т а б л и ц а  3  

Значения погрешности для граничного условия (6) и (7) 

n  
(11) (22), (23) 

nE


 
nE  ,p nE


 

nE


 
nE  ,p nE


 

9 2.3·10–3 2.5·10–3 5.5·10–5 1.6·10–3 2.0·10–3 2.1·10–5 

11 8.0·10–5 8.7·10–5 1.2·10–6 5.0·10–5 6.1·10–5 4.0·10–7 

18 6.9·10–12 3.2·10–10 2.4·10–14 3.0·10–12 1.7·10–10 1.1·10–14 
 

Из табл. 1–3 видно, что решения краевых задач, полученные представленным 

методом c использованием нулей многочленов Лежандра и Чебышева первого 

рода, с высокой точностью совпадают с аналитическими решениями при сравни-

тельно небольших значениях n. Значения относительных погрешностей этих решений 
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приближаются к соответствующим значениям погрешностей полиномиальных ин-

терполяций функций решений, что говорит об хороших аппроксимационных свой-

ствах метода. 

 

Заключение 

 

В работе с использованием многочленов Лежандра и Чебышева построено ре-

шение краевой задачи для неоднородного эллиптического уравнения четвертого 

порядка в рамках теории Кирхгофа–Лява. Показано, что полученные результаты  

с высокой точностью совпадают с аналитическими решениями краевых задач при 

сравнительно небольших значениях степеней этих многочленов в разложении ис-

комой функции, определяющей решение эллиптического уравнения. За счет вы-

бора точек коллокации и построения матрицы системы линейных алгебраических 

уравнений, к решению которой сведена краевая задача, наблюдается меньшая чув-

ствительность к ошибкам округления и обеспечивается выполнение граничных 

условий. Выбор в качестве базиса полиномов Чебышева, обладающих дискретной 

ортогональностью, дает возможность записать в простом явном виде их произве-

дения, производные, привести матрицу системы к разреженной при поиске иско-

мых коэффициентов в разложении, обеспечивает асимптотику погрешности 

наилучших полиномиальных приближений. 
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