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Аннотация. Рассматривается локальный вычет в пространстве матриц порядка m × m, 

и определен матричный полиэдр в этом пространстве. С помощью локального вы-

чета получены формула Вейля и ее модификация для голоморфной функции в мат-

ричном полиэдре. 
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Abstract. Let [ ]C m m  be the space of square [ ]m m  matrices, and let [ ]n m m  be 

the direct product of n copies of the space [ ]C m m . In this work, a new integral repre-

sentation for the local residue in the space [ ]nC m m  is given, based on the Bochner–

Hua–Loken integral formula for the matrix polydisk. Moreover, a matrix polyhedron  

in this space is defined. It is worth noting that the classical Weyl integral representation  

in the space 
n

 is related to transformation formula for Grothendieck’s local residue and 

can be derived using this formula from the multiple Cauchy integral representation for the 

polydisk. We apply the same approach to the local residue in the space [ ]n m m  and 
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obtain a generalization of the Bochner–Hua–Loken integral representation for the matrix 

polydisk, which shares the same nature as the well-known Weyl integral representations 

in polyhedra. In the obtained Weyl integral representation, the integral is taken over  

the skeleton of the polyhedron, and it is reduced to the classical Weyl formula for the 

polyhedron in  C m m  when n = 1. Furthermore, a modification of the Weyl integral 

formula is derived, in which the integral is taken over the face of the polyhedron in the 

space [ ]nC m m . 
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Введение 

 

Пусть  m m  – пространство [m × m]-матриц,   2 *: 0rT z m m r I zz=   −   – 

матричный круг радиуса r, r > 0,   * 2( ) :rS T z m m zz r I=   =  – его остов, где 

I – единичная матрица порядка m, 
* 'z z=  – матрица, комплексно сопряженная  

к транспонированной матрице z. Неравенство H > 0 для эрмитовой матрицы озна-

чает, как обычно, что данная матрица положительно определена. 

Матричным поликругом радиуса r в пространстве  n m m  называется пря-

мое произведение матричных кругов 

( )   ( ) 
*

1 2 2

, , ,..., : 0, 1,n n j j

n rT z z z z m m r I z z j n= =   −  = , 

множество ( )   ( ) 
*

1 2 2

, , ,..., : 0, 1,n n j j

n rS z z z z m m r I z z j n= =   − = =  называ-

ется остовом матричного поликруга 
,n rT . 

Известно [1. С. 37], что если функция ( )1,..., nF z z  голоморфна в замыкании 

матричного поликруга 
,n rT , то для любой 

,n rz T  верна интегральная формула  

 
( )

( ),

1

( )
( )

detn r

n
m j jS

j

F d
F z

z
=

  
=

 −



, (1) 

где, ( )d   – мера Хаара на остове 
,T rS . 

Формула (1) обобщает интегральную Бохнера–Хуа Локена для матричного 

круга ([2. Гл. 4]) и превращается в нее, если n = 1. 

Пусть Ua – некоторая окрестность точки  na m m  ,

( )    1,..., :n n nf f f m m m m=  →   – голоморфное отображение в Ua,  

и f имеет в точке a изолированный нуль. 

Обозначим через ( )
*

2

, { : ( ) ( ) , 1, ,j j

f az U f z f z I j n =  =  =  ε – достаточно ма-

лое} цикл, содержащий нули отображения f и лежащий в Ua. 
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Для ростка : ah U →  и отображения f действие локального вычета в точке a 

определяется по формуле [3] 

 

( ),

1

( )
( )

detf

na f
m j

j

hd
res h

f

=

 
=





. (2) 

Из теоремы Сарда следует, что циклы 
,f   для почти всех достаточно малых ε 

являются гладкими многообразиями, поэтому в этом определении можно считать, 

что 
,f   – гладкий цикл.   

В данной работе мы получим обобщение интегрального представления (1), ко-

торое имеет такую же природу, как и известные интегральные представления 

Вейля в полиэдрах (см.: [4. С. 205; 5; 6]). 

Введем определение специального аналитического полиэдра в пространстве 

 n m m . 

Пусть  nG m m   – некоторая область, и на G задано голоморфное отображение  

 : nf G m m→  . 

Обозначим через ( ) ( ) ( )( ) 
*

1 2

, : 0, 1,j j

n rf T z G r I f z f z j n− =  −  =  прообраз мат-

ричного поликруга 
,n rT . Если множество ( )1

,n rf T−  компактно в G, то оно называется 

матричным полиэдрическим множеством, ассоциированным с отображением f. 

Связная компонента матричного полиэдрического множества ( )1

,n rf T−  называется 

специальным аналитическим матричным полиэдром, обозначим его 
,f r . Остовом 

специального аналитического матричного полиэдра 
,f r  называется множество  

( ) ( )( ) 
*

2

, : , 1,j j

f r G f z f z r I j n =  = = . 

По теореме Хефера [3] для некоторой окрестности U матричного полиэдра 
,f r  

существуют такие функции ( ), ,

, , ( , )i j k

s l tP z Hol U U   , что при всех ( ) ( ), z U U    

справедливы равенства 

( ) ( ), ,

, 1 1

( ) ( ) ,
m n

k k t t ijk

ij ij s l s l slt

s l t

f f z z P z
= =

 − =  −    , 1, ; 1,i j m k n= = . 

Обозначим через ( ),H z  определитель матрицы ( , )ijk

sltP z  порядка 2 2 ,nm nm  

строки которой нумеруются тройками i, j, k, а столбцы – тройками s, l, t. 

 

Основные результаты 

 

Теорема 1. Пусть функция h голоморфна в ,f r . Тогда для любой 
,f rz  

верна формула 

 
( ) ( )

( ) ( )( )
,

( ) ,
( )

det
f r

m

h H z d
h z

f f z

   
=

 −
 , (3) 
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где  * 2

, : ( ) ( )f r z G f z f z r I =  =  – остов матричного полиэдра 
,f r ; 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

det det
n

m m k k

k

f f z f f z
=

 − =  − . 

В случае ( )f z z  формула (3) превращается в формулу Бохнера–Хуа Локена (1) 

для матричного поликруга, а при n = 1 –в формулу Вейля? полученную в работе [5]. 

Отметим, что аналогичная формула с несколько другим ядром получена в [6] для 

полиэдра из n . 

Доказательство теоремы 1. Пусть z – фиксированная точка полиэдра 
,f r . 

Тогда ( ) ( )( )
*

2 j jr I f z f z− , и цикл 
,f r  гомологичен в области регулярности 

подынтегральной формы в (3) циклу 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 
*

2

,,
: , 1,j j j j

f rf f z
f f z f f z I j n

 − 
 =   −  − =  = , 

где δ – любое достаточно малое положительное число [1. Гл. 6]. В свою очередь, 

цикл ( ) ( ),f f z − 
  распадается при малых δ на сумму циклов  , где 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 

*
2: , 1,j j j j

z
U f f z f f z I j n 

 =   −  − =  =  – цикл в окрест-

ности нуля ( ) ( )z


  отображения ( ) ( )f f z − . Заметим, что среди этих нулей есть 

и z = . Известно [4], что определитель ( ),H z  принадлежит идеалу 

( )( )

( ) ( )( )
z

I f f z




 −  для всех ( )z z  . Следовательно, по формулам (1), (2) и фор-

муле преобразования локального вычета [7. С. 31] имеем 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
,

1

, , .

detf z

n z f f z zm j j f f z

j

h d
h z res h H z res h H z

z


− 

 −   −

=

  
= =   =  

 −




 

Вычеты в последней сумме – это интегралы по циклам  , сумма которых гомо-

логична циклу 
,f r  в области регулярности подынтегральной формы. По теореме 

Стокса указанная сумма вычетов совпадает с интегралом в (3). Теорема 1 доказана. 

Пусть 
,f r  – матричный полиэдр в области  nG m m  , соответствующий 

отображению ( )  1,..., :n nf f f G m m= →  . Зафиксируем натуральное число 

0 p n   и представим f в виде ( )', ''f f f= , где ( ) ( )1 1' ,..., , '' ,..., .p p nf f f f f f+= =  

Рассмотрим матричный полиэдр          
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 
,

* *22: 0, 1, , 0, 1, ,

p

f r

j j k kz G r I f z f z j p r I f z f z k p n

+ =

=  −  = +  −  = +
 

компактно лежащий в G. Указанный полиэдр назовем ε-продолжением матрич-

ного полиэдра 
,f r  вдоль ''f . 

Теорема 2. Пусть ,f r  – специальный аналитический матричный полиэдр  

в области  nG m m  , 
( )

,

p

f r+   – его ε-продолжение вдоль ''f . Тогда существует 
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гладкая  -замкнутая форма 
( )p

z , коэффициенты которой голоморфно зависят от 

,f rz , причем для всякой функции h, голоморфной в замыкании ( )
,

p

f r+ , и для 

,f rz  верна формула  

 
( )

( ) ( )( )( )
,

1

( )

det
p

f r

z

p
m j j

j

h z

f f z

=

 
=

 −



, (4) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( ) 
*

2

, , : , 1,
p p j j

f r f r f f r I j p =    = =  – грань матричного полиэдра ( )
, .
p

f r+  

Доказательство теоремы 2. Для каждого  1,...,j p n= +  построим гладкую 

в области G функцию ( )j  , обладающую свойствами 

( )( )  ( )( ) ( ) * * 22
0, 1

j j j jj jf f r I f f r I  +
    , 

и определим форму  

 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

1

1

... ,

det

p np

z n
m k k

k p

H z d

f f z

+

= +

       
  =

 −
, (5) 

где ( ),H z  – определитель матрицы, составленный из коэффициентов ijk

sltP  разло-

жений Хефера для функции 
k

ijf . В случае p = n считаем 
( ) ( ) ( ) ( ),
p

z H z d  =    . 

Если z фиксировано и лежит в 
,f r , то знаменатель в (5) может обращаться  

в нуль лишь в тех точках ξ, в которых ( ) ( )( )
*

2 0j jr I f f−     хотя бы для одного 

j от p + 1 до n. Однако в окрестностях таких точек ξ числитель тождественно равен 

нулю. Значит, для 
,f rz  форма ( ) ( )p

z   гладкая в G. Очевидно, она  -замкну-

тая и голоморфно зависит от 
,f rz . 

Формулу (4) докажем по индукции по k = n – p. Для k = 0 формула (4) совпадает 

с формулой (3). Предположим, что формула (4) верна для k = n – (p + 1). Из опре-

деления формы 
( )p

z  следует, что такая формула верна и в 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 
,

* *22 1 1: 0, 1; 0, 0 ,

f r

j j p pz G r I f z f z j p r I f z f z

+

+ +

 =

=  −   + +  −   
 

т.е. 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )( )( 1)
,

1

1

( )

det
p

f r

p

z

p
m j j

j

h z h

f f z
+
+

+



=

 
= 

 −



, ,f rz + , (6) 

с интегрированием по грани 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 ** 21 1 12

,, : , 1, ,
p

p p pj j
f rf r r I f f j p r I f f
+

+ + +
++

 
 =  =   = +  =   

 
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полиэдра 
( )1

,

p

f r

+

+  , являющегося ε-продолжением полиэдра ,f r+ , вдоль 

( )2'' ,...,p nf f f+= , или, что то же самое, ε-продолжением полиэдра 
,f r  вдоль ''.f  

Обозначим через j  – j-ю грань полиэдра ( )
,

p

f r+  размерности 
22 1m n − , а через 

1 ,..., kj j  – грань, равную пересечению 
1 2 ... k    . В этих обозначениях грань 

( )
,

p

f r  в (4) совпадает с 
1,..., p , а грань 

( )1

,

p

f r

+

+  в (6) – с 
1,..., 1p+ . Граница 

( )
, 1,...,

p

f r p =   

равна ( ) ( )1

, , 1,..., , 2 1,.., ,...
p p

f r f r p p p n

+

+ + =  − + + . 

Заметим, что форма ( ) ( )1p

z

+
   равна нулю на гранях 

1,..., , , 2,...,p j j p n = + . Да-

лее, функция 
1p+  равна единице на ( )1

,

p

f r

+

+ , поэтому в (6) перед формой 
( )1p

z

+
  

можно поставить множитель 
1p+ , а ( )1

,

p

f r

+

+  заменить на ( )
,

p

f r . 

После умножения на 
1p+  подынтегральная форма в (6) станет гладкой на γ при 

всех 
,f rz . Применяя формулу Стокса, получаем 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( ),

1

1

,1

1

( ) ,

det
p

f r

p

p z

f rp
m j j

j

h z h z

f f z

+

+

+



=

  
=  

 −



 

т.е., с учетом определения 
( )p

z , формулу (4). 
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