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Аннотация. Выводятся уравнения, определяющие траекторию неконсервативной 

натуральной системы в конфигурационном пространстве в нестационарных внеш-

них полях. Предварительно доказывается теорема об изменении кинетической энер-

гии системы. Для вывода используются уравнения Лагранжа. Полученные уравне-

ния определяют производную касательного вектора по траектории в зависимости  

от данной точки и касательного вектора. Они допускают численное решение. С по-

мощью уравнений траектории и равенства параметризации можно решать задачи ди-

намики натуральной системы.  
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Abstract. In practice, it is often necessary to know the trajectory of motion of natural 

mechanical systems. At present, the trajectory equations in configuration space are well 

known only for some conservative systems. It is also important to derive equations for 

systems in non-stationary external fields. In this paper, we prove a theorem on the change 

in kinetic energy, which states that the rate of kinetic energy change depends both on external 

forces and on the rate of metric tensor change. This theorem can be expressed geometri-

cally as a combination of the products of forces and changes in the metric tensor with 

tangent vectors. Generalized velocities and accelerations are similarly described in terms 

of the tangent vectors and their derivatives along the trajectory. Substitution of these 
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expressions into the Lagrange equations results in trajectory equations corresponding  

to the degrees of freedom of the system. The left-hand side contains a covariant derivative 

of the tangent vector, and the right-hand side includes a cubic polynomial of the tangent 

vectors. These equations represent the geometric form of the Lagrange equations, which 

can be solved numerically using the fourth order Runge-Kutta method. Together with  

the trajectory parameterization, these equations provide a trajectory method for solving 

dynamics problems. 

Keywords: natural system, kinetic energy change theorem, configuration space, metric 

tensor, tangent vector, trajectory, variable external fields 

 

For citation: Voytik, V.V. (2025) Trajectory equations for a non-conservative natural 

system. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika – 

Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 95. pp. 72–80. doi: 

10.17223/19988621/95/7 
 

 

Введение 

 

Механическое состояние натуральной системы, т.е. ее положение и состояние 

движения, в формулировке Лагранжа полностью определяется заданием ее началь-

ных координат и начальных скоростей. Тогда решение уравнений движения Ла-

гранжа приводит к установлению координат как функции времени. Но существует 

и геометрическая точка зрения на механическое движение. Другой, эквивалентный 

способ заключается в определении начальных координат системы в конфигураци-

онном пространстве и касательного вектора к ее траектории. Тогда, зная кинети-

ческую энергию системы как функцию координат и времени, можно определить 

траекторию и параметризовать ее, т.е. сопоставить каждый ее малый участок опре-

деленному моменту времени. 

Если натуральная система является консервативной, то ее уравнения траекто-

рии в основном известны. В лучевой оптике они известны под названием уравне-

ния эйконала [1. Уравнения (1.1.7), (1.1.15)]. Для материальной точки в постоян-

ном внешнем немагнитном поле эти уравнения приведены в [2. Задача к п. 44; 3. 

П. 2.7]). С точки зрения дифференциальной геометрии они сводятся к обычному 

второму закону Ньютона, выраженному в проекции на вектор нормали к траектории. 

Уравнения траектории составляют существенную часть некоторых разделов физики. 

Например, в геометрической оптике [4] рассматриваются уравнения, описываю-

щие поведение монохроматических лучей света. В электронной оптике [5. Гл. 3] 

рассматриваются уравнения Гринберга, описывающие теорию фокусировки пучка 

заряженных частиц в постоянных электрическом и магнитном полях. Геометриче-

ское представление механики в пространстве конфигураций рассматривалось 

также в работах [6–16]. В [17] обсуждалась теорема о полноте векторных полей  

в римановых гильбертовых многообразиях для траекторий, ускоряемых завися-

щими от времени силами. 

Цель статьи – установить уравнения, определяющие траекторию натуральной 

системы в конфигурационном пространстве в самом общем случае, т.е. для некон-

сервативных систем. Это позволит рассматривать такие системы не только извест-

ными методами Лагранжа, Гамильтона и Гамильтона–Якоби–Остроградского, но 

и с наглядной геометрической точки зрения. Поэтому уравнения, описывающие 

траекторию натуральной системы в переменных полях и с переменной энергией, 
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являются важными и интересными. Помимо возможных далеко идущих теорети-

ческих следствий такие уравнения для натуральных систем из-за их широкой рас-

пространенности могут быть полезны для моделирования множества устройств, 

например электронно-оптического типа. Уравнения траектории могут также приме-

няться в различных инженерных приложениях: от робототехники и аэрокосмических 

приложений до разработки алгоритмов оптимального управления и навигации. 
 

1. Уравнения движения натуральной системы в форме Лагранжа 
 

Лагранжиан натуральной системы, как известно [18; 19], представляет собой 

квадратичный полином по обобщенным скоростям q  

 
1

.
2

L q q P q U  
 =  + −  (1.1) 

Структурой функции Лагранжа (1.1) обладает обычная механическая система 

(например, деформируемое тело с моментом инерции μαβ = μαβ(q1, q2, …, qs, t) или 

точечная частица в римановом пространстве), обладающая потенциальной энергией 

U = U (q1, q2, …, qs, t) и потенциальным импульсом Pα = Pα(q1, q2, …, qs, t) (термин 

принадлежит Ч. Киттелю [20]) в некоторых электрическом и магнитном полях.  

Импульс по координате qγ равен  

 
L

p q P
q


  


= =  +


. (1.2) 

Уравнения движения в форме Лагранжа для (1.1) имеют вид: 

 ( ) 1

2

Pd U
q P q q q

dt q q q

   
    

  
 + = + −

  
. (1.3) 

Представим уравнения Лагранжа в решенной относительно ковариантных 

ускорений форме. Полная производная dμγβ/dt складывается из двух частей: изме-

нения метрического тензора со временем в данной точке конфигурационного про-

странства и изменения в данный момент времени при переходе в другую точку: 

 
d

q
dt t q

   



  
= +

 
. (1.4) 

Справедлива также аналогичная формула  

 
dP P P

q
dt t q

   



 
= +

 
. (1.5) 

Дифференцируя левую часть (1.3), учитывая (1.4), (1.5) и группируя слагаемые 

по степеням скорости получим, что  

 
1

.
2

P PPU
q q

t tq q q

q q
q q q

   
   

    

  

   
 = − − + − − +      

   
+ − −     

 (1.6) 

Это и есть лагранжевские уравнения движения. 

Учитывая равенство (1.2), энергия натуральной системы E как функция 

координат, скоростей и времени равна 
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1

2
E p q L q q U  

 = − =  + . 

Отсюда кинетическая энергия T равна 

 
1

2
T q q E U 

=  = − . (1.7) 

Кинетическую энергию натуральной системы как известную величину, стоя-

щую в средней части равенства (1.7), можно также понимать и как уже известную 

функцию координат и времени E – U, которая стоит справа. Тогда, выражая из 

равенства (1.7) dt, получим  

 
2( ) 2( )

dq dq dq
dt

E U E U

 


= =
− −

, (1.8) 

где 2dq dq dq 
=   есть элемент длины между близкими точками в конфигура-

ционном пространстве.  
 

2. Постановка задачи 
 

Искомые уравнения должны быть связаны с известными методами механики. 

Оказывается, что с точки зрения лагранжевской механики уравнения траектории 

представляют собой геометрическую форму уравнений Лагранжа.  

Итак, пусть известны внешние поля: функции потенциальной энергии  

U = U (q1, q2, …, qs, t), потенциального импульса Pα = Pα(q1, q2, …, qs, t) и метриче-

ский тензор конфигурационного пространства μαβ = μαβ(q1, q2, …, qs, t). Будем счи-

тать известной еще и общую энергию системы как функцию времени E(t). Требу-

ется установить уравнение вида: 
2

2
, ,

d q dq
f q t

dqdq

 
 
 

=   
 

 

или эквивалентное ему.  

Для этого необходимо в уравнениях Лагранжа (1.6) заменить все скорости q̇α и 

ускорения q  соответственно на компоненты касательного вектора τα = dqα/dq и 

компоненты dτα/dq. Проделаем это: заменим в обобщенных скоростях q̇β и 

ускорениях q  переменную дифференцирования – время t – на длину кривой q 

согласно (1.8). Получим 

 2
dq dq

q T
dq dt


 = =  , (2.1) 

 

2 2

1
2 2 .

2

d dq d dq
q T T

dt dt dq dq

d dT d dT
T T

dq dq dq dtT

 


 
 

   
= = =      

   

 
= +  = +  

 (2.2) 

Из равенства (2.2) видно, что только его и выражения (2.1) для вывода уравне-

ния траектории недостаточно. Требуется еще знать, как изменяется кинетическая 

энергия со временем. 
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3. Скорость изменения кинетической энергии 

 

Выясним, как связана скорость изменения кинетической энергии T натураль-

ной системы с изменением внешних полей. Справедлива  

Теорема (об изменении кинетической энергии натуральной системы). Из-

менение кинетической энергии T натуральной системы как функции времени свя-

зано с внешними полями, действующими на нее, следующим равенством: 

 
1

2

PdT U
q q q

dt t tq

   



  
= − − −    

. (3.1) 

Доказательство. Найдём полную производную кинетической энергии (1.7) по 

времени. Получим, что                 

1

2

ddT
q q q q

dt dt

    



= + .   

Подставим в это равенство выражение (1.4) и уравнение движения (1.6) и 

сгруппируем члены по степеням скоростей: 

 

1

2

21
.

2

P PPdT U
q q q

dt t tq q q

q q q
q q q

    

  

     

  

     
= − − + − − +            

   
+ − −     

. (3.2) 

Во второй скобке (3.2) производные потенциального импульса антисимметричны 

по индексам α и γ и дают ноль при умножении на симметричную форму q̇αq̇γ. По-

этому их можно исключить из этой скобки. Скобку же третьего члена преобразуем 

следующим образом: 

21 1

2 2
q q q q q q

q q q q q q q

           

      

         
− − = − + −               

. 

Отсюда видно, что первая разность производных является антисимметричной по 

индексам α и γ, а вторая разность производных антисимметрична по индексам β и γ. 

Поэтому результат умножения скобки на симметричную форму q̇αq̇βq̇γ является нулем. 

Учитывая эти обстоятельства, правая часть (3.2) упрощается к правой части (3.1) ■.  

Второй член в (3.1) можно было ожидать заранее, поскольку при увеличении 

момента инерции у вращающегося тела его кинетическая энергия уменьшается. 

Теорему об изменении кинетической энергии натуральной системы (3.1) можно 

переписать в эквивалентной геометрической форме подставив в (3.1) равенства (2.1). 

Тогда получим 

 2
PdT U

T T
dt t tq

   



  
= − −  −      

. (3.3) 

 

4. Уравнения Лагранжа в геометрической форме 

 

Выведем уравнения траектории. Подставив в (2.2) равенство (3.3), получим, 

что обобщенные ускорения зависят от касательного вектора и вектора dτβ/dq сле-

дующим образом: 
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2

2
2

Pd U T
q T

dq t tq


      



   
= + − −   −       

. (4.1) 

Подставим теперь в уравнение движения (1.6) равенства (2.1) и (4.1), где учтем, 

что T = E – U и оставим в левой части получившегося равенства только член, про-

порциональный dτβ/dq. После этого сгруппируем все члены в правой части по сте-

пеням касательного вектора. В результате получим 

 

 

2( ) 2( )

( )

2( )
.

2

P PPd U
E U E U

dq t tq q q

P U
E U

tq q q q

E U

t


   

   

    
   

  


    
−  = − − + − − −  +      

       
+ − − − + +   +               

− 
+    



 (4.2) 

Эти равенства и есть искомые общие уравнения траектории натуральной си-

стемы в конфигурационном пространстве c метрическим тензором μαβ. Количество 

этих уравнений равно числу степеней свободы натуральной системы. 

 

Обсуждение 

 

Легко видеть, что для случая материальной точки единичной массы в постоян-

ном немагнитном поле (∂Pγ/∂t = 0, ∂Pα/∂qγ = 0) полученные уравнения траектории 

в декартовой системе координат (μαβ = δαβ) совпадают с [2. Задача к п. 44; 3. П. 2.7]. 

В качестве еще одной проверки (4.2) умножим обе части этого уравнения на вектор τγ. 

После умножения и выполнения очевидных преобразований левая часть получив-

шегося равенства примет вид: 

( )
2( ) ( ) ( )

d d dd
E U E U E U

dq dq dq dq

 


      


       −   = − −   = − −   =
 
 
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2( )
( ) .

2

E U
tE Uq

E U
E U

tq

   



     



  
= − −  +   = 

 − 

 −
= − −    −  
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Правая же часть равна 

2( )
P PPU

E U
t tq q q
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  
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2( )

2

2( )
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2

E UP U

t tq

E U
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tq

  


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
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Получаем тождество, как это и должно быть. Другими словами, уравнения (4.2) 

математически непротиворечивы. 

Геометрические свойства траектории в конфигурационном пространстве есть, 

согласно (4.2), следствие переменных внешних воздействий. Эти уравнения не чи-

сто геометрические, поскольку поля U, Pα, μαβ зависят от времени. Такие уравнения 

называются неавтономными [21]. Несмотря на то, что эти уравнения в неявной 

форме включают в себя время, это не исключает их из области дифференциальной 

геометрии. Наоборот, такая временна́я зависимость дополняет геометрические 

свойства натуральных систем разного рода нелинейными эффектами. В качестве 

примера существования переменной времени в геометрических уравнениях можно 

упомянуть уравнение геодезической в кривом пространстве-времени, которое вклю-

чает в себя неявно время [22]. 

Уравнения для траектории (4.2) имеют сложный вид. Очень вероятно, что для 

аналитического решения этих уравнений потребуются сложные методы диффе-

ренциальной геометрии и анализа. Решение дифференциального уравнения (4.2), 

описывающего изменение касательного вектора, зависит от начальных условий, 

внешних полей и свойств самой натуральной системы (метрического тензора кон-

фигурационного пространства μαβ). Начальными условиями являются начальный 

касательный вектор τ0, начальные координаты q0 и начальный момент времени t0. 

Численным методом, который может быть использован для нахождения решения, 

является популярный и точный метод Рунге–Кутты 4-го порядка (RK4). 

Если внешние поля достаточно плавно и медленно изменяются в пространстве 

и времени, то можно ожидать, что решение существует и является единственным 

в некоторой окрестности начального положения системы. Если же это условие не 

выполняется (т.е. возникают сингулярности или особенности), то в таких случаях 

могут потребоваться специальные методы для обеспечения стабильности и точно-

сти решения. 

 

Заключение 

 

В данной статье была выяснена общая лагранжевская формулировка (3.1) и гео-

метрическая траекторная формулировка (3.3) известной теоремы об изменении  

кинетической энергии (например, [18; 19]) для натуральных систем. Применив ее 

к уравнениям Лагранжа, были выведены уравнения траектории натуральной си-

стемы (4.2), движущейся под действием переменных внешних полей. Уравнения 

траектории вместе с равенством (1.8) образуют новый, траекторный метод реше-

ния задач динамики. Тем самым геометрический взгляд на нестационарные меха-

нические процессы обоснован. 
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Остается открытым вопрос о том, как же связаны уравнения траектории с прин-

ципом экстремального действия в форме Якоби. Эта задача является темой одной 

из следующих статей. 
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