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Аннотация. Изучается поток несжимаемой жидкости в плоском канале, характери-

зующийся заданным температурным полем и перепадом давления. Полученные  

результаты показывают, что неоднородность температурного поля существенно 

влияет на устойчивость потока. Обнаружено, что при определенных значениях тем-

пературного поля поток становится неустойчивым, что может привести к турбули-

зации, а также то, что нейтральные кривые для случая неизотермического течения 

отличаются от нейтральных кривых для случая изотермического течения. Исследо-

ваны влияния параметра зависимости вязкости жидкости от температурного поля на 

критические характеристики потока. 
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Abstract. This pаper considers аn incompressible fluid flow in а flаt chаnnel with а non-

uniform temperаture field under the pressure drop. The diagrams of the increase in the 

intensity of disturbances for the first eigenvаlue аnd the decаy of disturbаnces for the  

second eigenvаlue are plotted. Neutrаl curves аre presented for the flow of the fluids with 

constаnt viscosity аnd fluids with а lineаr dependence of viscosity. The criticаl flow 

pаrаmeters are shown as functions of the thermoviscosity pаrаmeter. 

The obtаined results show thаt with increаsing thermoviscosity pаrаmeter, the criticаl 

Reynolds number decreаses, аnd the region of unstаble regimes expands. In this cаse,  

the criticаl wаve number increаses аnd аlwаys exceeds that for the isothermаl fluid flow. 

At very smаll thermoviscosity pаrаmeters, the criticаl wаve аnd Reynolds numbers for the 

thermoviscous fluid flow аnd isothermаl fluid flow coincide. 

Thus, when determining the conditions for the lаminаr-to-turbulent trаnsition of the flow 

regime, it is necessаry to tаke into аccount the dependence of the viscosity on temperаture. 

The shаpe of this dependence does not hаve а significаnt effect on the criticаl Reynolds 

numbers. In this cаse, the important fаctor is the non-uniform temperаture distribution over 

the chаnnel cross-section аnd the corresponding distribution of the fluid viscosity. 

Keywords: criticаl flow parameters, neutral curves, dynаmics of trаnsverse velocity 

perturbаtions 
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Введение 

 

Ламинарный и турбулентный режимы течения могут быть предпочтительными 

в зависимости от конкретного технологического процесса. Ламинарный режим по-

вышает энергосбережение, в то время как турбулентный обеспечивает эффектив-

ный тепло- и массообмен. При увеличении скорости потока могут возникать воз-

мущения, приводящие к вторичному нелинейному режиму или турбулизации. 

Выполненные ранее исследования гидродинамической устойчивости [1–5] не 

учитывают неоднородность температурного поля. Однако многие жидкости обла-

дают значительной зависимостью вязкости от температуры [6], что может суще-

ственно влиять на область устойчивости ламинарного течения, особенно при нали-

чии температурных перепадов. Устойчивость также играет важную роль при изу-

чении несмешивающихся вытеснений, таких как вытеснение воды нефтью, нефти 

газом или водой при постоянном перепаде давления в ячейках Хеле–Шоу [7, 8]. 

Зависимость вязкости жидкостей от температуры обычно имеет экспоненциаль-

ный характер. Однако при небольших значениях перепада температуры эту зави-



Муртазин Н.Э., Муртазина Р.Д., Мухутдинова А.А., Низамова А.Д. Изменение области устойчивости 

99 

симость можно считать линейной, что вызывает особый интерес в вопросе гидро-

динамической устойчивости. В настоящей работе изучается поток несжимаемой 

жидкости в плоском канале, характеризующийся заданными температурным полем 

и перепадом давления. Представлены собственные значения и графики, показыва-

ющие динамику возмущений поперечных скоростей для двух собственных значе-

ний. Работа отличается от предыдущих исследований тем, что в ней учитывается 

неоднородность температурного поля и изучается влияние этой неоднородности 

на устойчивость потока. Кроме того, построены области режимов течения, огра-

ниченные нейтральными кривыми для случая неизотермического течения, что яв-

ляется новым подходом в данной области исследований. 

 

Постановка задачи 

 

Изучается поток несжимаемой жидкости в плоском канале, в котором верхняя 

стенка подвергается нагреву, для возможности пренебрежения явлением конвек-

ции. В данном случае предполагаем, что вязкость жидкости изменяется в зависи-

мости от температуры согласно виду, который представлен на рис. 1, с помощью 

некоторого параметра αL < 0.5. 
 

 

Рис. 1. Вязкость жидкости 

Fig. 1. Fluid viscosity 
 

Распределения полей температуры T = 1 + y, вязкости и скоростей представ-

лены на рис. 2, где y – ширина канала. На рис. 2, c приведены эпюры продольной 

скорости u (слева направо): 1) при максимальной вязкости, соответствующей ми-

нимальному значению температуры; 2) при зависимости вязкости от линейного 

распределения температуры по сечению канала; 3) при минимальной вязкости,  

соответствующей максимальному значению температуры при αL = 0.4 (см. рис. 1). 

В первом и третьем случаях эпюры соответствуют пуазейлевскому симметрич-

ному относительно средней линии канала профилю. Это означает, что профиль 

скорости потока в этих случаях имеет максимум в центре канала и симметричен 

относительно средней линии. При этом во втором случае профиль несимметричен, 

а его максимум смещен к верхней стенке канала, на которой задано большее зна-

чение температуры. Это означает, что в этом случае профиль скорости потока 

имеет максимум не в центре канала, а ближе к верхней стенке, и несимметричен 
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относительно средней линии. Все величины в рассмотренных случаях записаны  

в безразмерном виде, что позволяет проводить сравнительный анализ и использо-

вать полученные результаты для решения практических задач. 
 

   
a                                                 b                                                   c 

Рис. 2. Распределения полей температуры (а), вязкости (b) и скоростей (c) 

Fig. 2. (а) Temperаture, (b) viscosity, аnd (c) velocity fields 
 

В работе [9] был проведен подробный вывод уравнения для описания процесса 

смены режима течения жидкости. В настоящей работе также используется это 

уравнение. Задача об устойчивости течения жидкости рассматривается при усло-

вии малости пульсаций температурного поля по сравнению с пульсациями полей 

давления и компонент вектора скорости. 

Таким образом, в задаче предполагается, что температурное поле меняется 

медленнее, чем давление и скорость потока, и его влияние на устойчивость потока 

незначительно. Это позволяет упростить уравнение для описания процесса смены 

режима течения жидкости и использовать его для проведения анализа устойчиво-

сти потока в различных условиях. 

Уравнение имеет следующий вид: 

( ) ( )

( ) ( )

IV 2 4 2

2 2

μ 2 Re

2μ μ 0,

k k ik u c k u

k k

      −  +  − −   −  −  +
   

    +   −  +  +  =

 

со следующими условиями: 

φ(–1) = 0,   φ´(–1) = 0,   φ(1) = 0,   φ´(1) = 0, 

где µ – вязкость жидкости; k – волновые числа; c – скорость распространения воз-

мущений (собственное значение); φ = φ(y) – амплитуды возмущений поперечных 

скоростей (собственная функция); Re – число Рейнольдса. 

 

Методика решения 

 

Для анализа устойчивости потоков жидкостей часто применяют методы спек-

трального разложения, которые позволяют найти множество собственных значе-

ний и соответствующих им собственных функций [10]. Различные характеристики 

потока с экспоненциальной зависимостью вязкости жидкости представлены в ра-

боте [11]. В этой работе использовался аналогичный метод решения задачи. Было 

показано, что спектральный метод эффективен для решения задач, связанных  

с анализом устойчивости потоков жидкостей, и позволяет получить высокую точ-

ность вычислений. 
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Для проверки корректности работы программного кода был проведен ряд те-

стов. В частности, в случае малых значений параметра αL были получены результаты, 

качественно схожие со случаем изотермического течения. То есть используемый 

метод работает корректно и может быть применен для решения задач, связанных 

с анализом устойчивости потоков жидкостей. 

Для оценки точности вычислений, полученных с помощью используемого 

спектрального метода, был рассмотрен следующий пример с известными точными 

решениями: 

,

(0) 0, (2π) 0.

y cy

y y

 = −

= =
 

Этот пример позволяет оценить относительную погрешность вычислений и про-

верить, насколько хорошо метод работает при решении задач, связанных с диффе-

ренциальными уравнениями. 

На рис. 3 представлены графики относительной погрешности вычислений δ, 

которая показывает, насколько отличается полученное значение от точного реше-

ния в логарифмической шкале. 
 

                
 a                                                                           b 

                
c                                                                           d 

Рис. 3. Графики относительной погрешности вычислений δ: 1 – численный метод;  

2 – приближение для: cn = 1 (а); cn = 4 (b); cn = 9 (c); cn = 16 (d) 

Fig. 3. Diagrams of relаtive calculation error δ: 1, numericаl method  

and 2, аpproximation at: cn = (а) 1; (b) 4; (c) 9; and (d) 16 
 

В процессе выполнения множества вычислений было определено, что при пре-

вышении определенного значения параметра n результаты начинают изменяться  

и отличаются от точного решения, а точность вычисления ухудшается. 

Кроме того, необходимо учесть не только взаимное влияние компонент разло-

жения, но и ошибки округления и накопления погрешностей. Прямые линии (2) на 
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графиках получены эмпирически и характеризуют уменьшение погрешности вы-

числений. 

В ходе проведенных вычислений была получена высокая точность результатов, 

что подтверждает эффективность используемого спектрального метода. Было по-

казано, что относительная погрешность вычислений не превышает заданного 

уровня точности, т.е. метод может быть успешно применен для решения задач, 

связанных с анализом устойчивости потоков жидкостей. 

Таким образом, в нашей работе используется эффективный спектральный метод 

для анализа устойчивости потоков жидкостей. Метод был проверен, его эффектив-

ность подтверждена. 
 

Результаты исследования 
 

В таблице представлены результаты исследования – десять собственных значений 

с наибольшей мнимой частью. Видно, что одно из представленных собственных 

значений имеет мнимую часть, большую нуля, т.е. поток при заданных параметрах 

не является устойчивым. 

Cобственные значения с для параметра αL = 0.2 

0.155671660372163 + 0.000954176990010i 

0.610961696862313 – 0.024744542965387i 

0.611485955842666 – 0.024965971464412i 

0.186806686887322 – 0.034650615946688i 

0.590866234915675 – 0.044525721499001i 

0.591547260285365 – 0.044817086756817i 

0.570772756937466 – 0.064304853311070i 

0.571583868148145 – 0.064658639749481i 

0.550672847094971 – 0.084079905105507i 

0.551600364994774 – 0.084494932767070i 
 

       
  a                                                                        b 

Рис. 4. Динамика возмущений поперечных скоростей: 

для неустойчивого (а) и для устойчивого (b) собственных значений 

Fig. 4. Dynаmics of trаnsverse velocity perturbаtions for: (а) unstаble аnd (b) stаble eigenvаlues 
 

На рис. 4 показана динамика возмущений поперечных скоростей для собствен-

ных значений с положительной мнимой частью (а) и с отрицательной мнимой ча-

стью (b). Как видно из рисунка, интенсивность возмущений для собственного 
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значения с отрицательной мнимой частью увеличивается со временем, в то время 

как для собственного значения с положительной мнимой частью – уменьшается. 

То есть поток жидкости не является устойчивым при заданных параметрах, и воз-

мущения, соответствующие собственному значению с мнимой частью, большей 

нуля, будут затухать со временем. 

Таким образом, спектральный метод является эффективным инструментом для 

анализа устойчивости потоков жидкостей. Результаты, представленные в таблице, 

показывает, что поток жидкости может быть неустойчив при определенных значе-

ниях параметров и что спектральный метод позволяет определить собственные 

значения и соответствующие им возмущения поперечных скоростей. Это важно 

для практических приложений, таких как разработка систем теплообмена и про-

мышленных конденсаторов. 

Границы области неустойчивости потока жидкости являются важным аспектом 

при разработке систем теплообмена и промышленных конденсаторов. Нейтраль-

ные кривые, которые представлены на рис. 5, позволяют определить эти границы 

для потока. 
 

 

Рис. 5. Области режимов течения: изотермическое течение (1);  

для параметров αL = 0.05 (2); αL = 0.1 (3); αL = 0.2 (4) 

Fig. 5. Areas of flow modes: (1) isothermаl flow аnd the flow at αL = (2) 0.05; (3) 0.1; and (4) 0.2 
 

Нейтральная кривая – это такая кривая, на которой отмечены все вещественные 

собственные значения. То есть изменение вязкости влияет на устойчивость потока 

и может привести к его неустойчивости. 

Отметим, что с увеличением параметра αL область неустойчивости расширя-

ется и всегда включает в себя область неустойчивости потока с постоянной вязко-

стью. Это означает, что изменение вязкости влияет на устойчивость потока и может 

привести к его неустойчивости. Кроме того, при проектировании систем теплооб-

мена и промышленных конденсаторов необходимо учитывать изменение вязкости 

жидкости и выбирать такие параметры, при которых поток будет устойчивым. 

Результаты свидетельствуют, что критическое число Рейнольдса подвержено 

изменению в зависимости от параметра αL термовязкости. Это означает, что изме-

нение вязкости жидкости в зависимости от температуры влияет на устойчивость 

потока и может привести к его неустойчивости. Из рис. 6 видно, что с увеличением 
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значений параметра αL критическое число Рейнольдса уменьшается, что приводит 

к неустойчивости потока. Это подтверждает необходимость учета температурной 

зависимости вязкости при анализе устойчивости потоков жидкостей. 

На рис. 7 демонстрируется изменение критического волнового числа в зависи-

мости от параметра αL. Из графика видно, что с ростом значений параметра αL кри-

тическое волновое число также увеличивается и всегда превышает критическое 

волновое число для изотермического потока жидкости. Таким образом, изменение 

вязкости жидкости влияет на волновые характеристики потока и может привести 

к его неустойчивости. 

Обобщенный график зависимости критических параметров течения от пара-

метра αL представлен на рис. 8. 
 

  

Рис. 6. Зависимость  

критического Re от αL  

Fig. 6. Criticаl Re as a function of αL 

Рис. 7. Зависимость критического  

параметра k от αL  

Fig. 7. Criticаl parameter k as a function of αL 
 

 

Рис. 8. Зависимости критических параметров для различных значений αL  

Fig. 8. Dependences of the criticаl parameters at various αL 
 

Таким образом, проведенный анализ показывает, что температурная зависимость 

вязкости играет важную роль в определении критических параметров течения. 

При анализе устойчивости потоков жидкостей необходимо учитывать влияние па-

раметра αL на критические значения потока. Для более точного анализа необхо-

димо проводить дополнительные исследования, учитывающие другие факторы, 

такие как турбулентность, влияние поверхностных свойств канала и т.д. 
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Стоит отметить, что в дальнейших исследованиях планируется выполнить экс-

периментальные исследования для сопоставления полученных результатов с чис-

ленными на основе экспериментальной установки, реализованной авторами насто-

ящей работы [12]. В настоящее время установка имеет форму кольцевого канала, 

но может быть модифицирована для других форм каналов. Параметр αL может 

быть подобран для различных жидкостей теплоносителей и в зависимости от за-

данного диапазона температуры. Это важно для практических приложений, таких 

как разработка систем теплообмена и промышленных конденсаторов. 

 

Заключение 

 

Полученные результаты показывают, что неоднородность температурного поля 

существенно влияет на устойчивость потока. Обнаружено, что при определенных 

значениях температурного поля поток становится неустойчивым, и это может при-

вести к турбулизации, а также то, что нейтральные кривые для случая неизотерми-

ческого течения отличаются от нейтральных кривых для случая изотермического 

течения. 

Выполненные исследования имеют важное практическое значение для разра-

ботки систем теплообмена и промышленных конденсаторов. Они позволяют по-

нять, как неоднородность температурного поля влияет на устойчивость потока и 

как это влияние можно учитывать при проектировании систем теплообмена. По-

лученные результаты также могут быть использованы для оптимизации режимов 

работы существующих систем теплообмена, чтобы повысить их эффективность и 

снизить энергозатраты. 

В заключение стоит отметить, что выполненная работа представляет собой 

фундаментальное исследование влияния неоднородности температурного поля на 

устойчивость потока жидкости. Наши результаты имеют важное практическое зна-

чение для разработки систем теплообмена и промышленных конденсаторов, а также 

будут полезны для инженеров и исследователей, работающих в этой области. 
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