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Аннотация. Рассматриваются вертикальные колебания жесткой полосы на вязко-

упругой полуплоскости под действием вертикальной нагрузки. Цель исследования – 

разработка методики решения задачи и алгоритма для определения нормальной ре-

акции основания, перемещения полосы и вязкоупругой полуплоскости. Методом 

двойного преобразования Лапласа и Фурье решается задача Лэмба для вязкоупругой 

полуплоскости. Динамическая контактная задача решена с привлечением числен-

ных методов. Установлено, что учет вязкоупругих свойств основания (или полупро-

странства) в значительной мере влияет на динамическую реакцию. 
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Abstract. The oscillations of a rigid strip on a viscoelastic half-plane under the action  

of a vertical load are considered. The strip is exposed to a time-dependent vertical force. 

The aim of this study is to develop a problem-solving technique and an algorithm to deter-

mine the normal response of the base and the displacement of the strip and viscoelastic 

half-plane. The contact stress of the half-plane is specified as a series expansion by Che-

byshev polynomials of the first kind. The Lamb problem for a viscoelastic plane is solved 

using the method of double Laplace and Fourier transforms. The problem of oscillations 

of rigid and viscoelastic beam slabs on a viscoelastic half-plane is considered using  

the Fourier series method. It is concluded that the Fourier series and Fourier transform 

methods allow analytical solving of dynamic contact problems for arbitrary viscoelastic 

kernels. However, when applying this methodology, certain restrictions are placed on  

the type of loading function. The determination of displacements and stresses from the 

obtained analytical expressions is a separate and rather complicated computational prob-

lem. Thus, the dynamic contact problem is solved using numerical methods. 
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Введение 

 

В литературе подробно освещены исследования колебаний штампа, когда ос-

нование упругое. В [1–4] рассматриваются задачи гармонических колебаний круг-

лого штампа, лежащего на упругом полупространстве. В этих работах парные ин-

тегральные уравнения сводятся к интегральным уравнениям Фредгольма II рода, 

которые решены двумя методами: методом последовательных приближений и за-

меной полученной системы системой алгебраических уравнений.  

В работе [5] анализируется задача взаимного влияния двух круглых штампов, 

совершающих гармонические колебания, когда напряжения под штампами рас-

пределены равномерно, а в [6] в приближенной постановке изучены свободные ко-

лебания штампа. 

В работах [7–10] рассмотрены задачи, когда подошва штампа не плоская, и при 

наличии сцепления. В [11–14] исследованы нестационарные колебания круглого 

штампа и для контактных напряжений получены приближенные выражения. В ра-

ботах [15–17] рассматривается невесомый квадратный штамп, когда на него дей-

ствуют импульсные нагрузки. В этом случае методом Б.Н. Жемочкина определены 

контактные напряжения в нескольких точках в заданные моменты времени. Им же 

в приближенной постановке исследованы нестационарные колебания двух масси-

вов [18, 19]. Способ определения нормальных контактных напряжений под жест-

ким штампом, расположенным на упругом полупространстве, приводится в рабо-

тах [20–23]. Исследованы колебания балочных плит конечной жесткости, лежащих 

на упругой полуплоскости, методом ортогональных полиномов Чебышева.  
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В работе [24] предложен эффективный итерационный подход для расчета балок 

и плит на нелинейно-упругом неоднородном основании. Этот подход позволяет 

полностью найти НДС основания, внутренние усилия и осадки плиты. В [25] раз-

работан универсальный алгоритм решения контактной задачи о действии штампа 

на границу упругого штампа. В работе [26] рассмотрена пространственная кон-

тактная задача об одновременном действии на грани упругого клина эллиптиче-

ского в плане штампа и сосредоточенной силы, приложенной вне области контакта 

на ребре клина. 

В вышеприведенном обзоре работ по статическим и динамическим контактным 

задачам основание штампа рассматривается как упругое полупространство, на ко-

торое действует внешняя нагрузка. Однако при использовании этой теории не учи-

тывается деформирование во времени, т.е. внутреннее трение материала. 

 
Постановка задачи и методы решения 

 

Пусть на жесткую полосу с шириной, равной единице, и длиной 2а воздей-

ствует динамическая нагрузка P(t) в вертикальном направлении. Требуется опре-

делить нормальную реакцию основания p(x, t) и вертикальное перемещение по-

лосы ω(t).  

Дифференциальное уравнение движения полосы  

 
( )

( ) ( )
22

2

0 2 2

d tC
M P t R t

a dt


= − , (1) 

и условие плотного прилегания поверхности плиты к основанию 

 ( ) ( ),0, , 1,t v x t x =   (2) 

где ( ) ( )
1

0

2 , ,R t a p x t dx=   M0 – масса полосы, 
2 /С =    – скорость распростра-

нения поперечных волн, μ, ρ – модуль упругости и плотность материала полосы,  

p(x, t) – реактивное давление основания. 

Для решения задачи воспользуемся уравнениями движения полуплоскости  

в перемещениях: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
* 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2
* 2 2 2

2 2 2

1 1 ;

1 1 ,

d u d v d u d u
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где K – интегральный оператор вида: 

 

( ) ( )
0

2 02

1 2

1 0 0 0

;

1 21 2
; ; ,

2 1

t

K f K t f d

vC
C C

C v

 = −   

−  + 
 = = = =

−  


 (3) 

C1 и C2 – скорости продольной и поперечной волн; λ, μ, ρ0 – коэффициенты Ламе 

и плотность материала полуплоскости соответственно.   
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Применяя к уравнениям (1) преобразование Лапласа по времени, при нулевых 

начальных условиях получим  

 

( )

( )

2 2 2 2
2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

1 ;
1

1 ,
1

d u d v d u v
u

dxdy Kdx dy

d v d u d v v
v

dxdy Kdx dy


+ − + =

−


 + − + =

−

 (4) 

где , ,u v K  – Лаплас-образы функций u(x, y, t), v(x, y, t), K(t); δ – параметр Лаплас-

преобразования. 

В дальнейшем вводятся в рассмотрение функции ( ), ,x y   и ( ), ,x y  : 

 

1 1
;

1 1
.

d d
u

a dx a dy

d d
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= +
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 (5) 

Тогда уравнения (4) приводятся к уравнениям 

 

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

;
1

.
1

d d

Kdx dy

d d

Kdx dy

   
+ = 

−

  
+ = 

−

 (6) 

Применяя к уравнениям (6) преобразование Фурье (ПФ), получим 

 

2 2 2
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Kdy

d

Kdy
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 (7) 

где ПФ функций   и   имеют вид: 

( ) ( )

( ) ( )

, , , , ;
2
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i x
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здесь ξ – параметр ПФ. 

Учитывая условия затухания напряжений при y → , решение уравнений (7) 

представим в виде: 

 
( )

( )

2 2
2

2 2
2

1

1

, ;

, ,

y K

y K

A e

B e

 
 +

− −
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 +

− −
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, (8) 

где коэффициенты A(ξ, δ) и B(ξ, δ) находятся из граничных условий 

 ( ) ( ) ( ),,0, , ; ,0, 0.y x yx P x x  = −    = . (9) 



Механика / Mechanics 

156 

Выражения напряжений σy и τx, y через функции φ(x, y, δ) и ψ(x, y, δ):  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
* *

2 2 2 2

2 2 2
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2 2 2

2
, , 1 1 ;

, , 1 2 .

y
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Подставляя на граничные условия (9), получаем:  

 ( ) ( )
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где двойное преобразование заданной функции P(x, t) имеет вид: 

 ( ) ( )
0
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Из системы (11) очевидно, что  
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Здесь 
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. 

Подставляя (13) в выражение (9), после некоторых математических преобразо-

ваний для определения вертикальных v(x, 0, t) и горизонтальных u(x, 0, t) переме-

щений вязкоупругой полуплоскости имеем 

 ( )
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Таким образом, применение метода двойного преобразования Лапласа и Фурье 

к решению динамических задач вязкоупругости создает ряд сложностей в получе-

нии численных результатов.    
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Следуя [16], решение уравнений (14), т.е., контактное напряжение полуплоско-

сти, ищем в виде: 

 ( ) ( )
( )2

2
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T x
P x t A t

x
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=
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−
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Разложив (15) по координате t в ряд Фурье и применяя ПФ по координате х, 

получим 
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Подставляя (16) в уравнения (14) и учитывая, что 
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Учитывая условие (2), подставляем (3) в уравнение (1): 
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Здесь 
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В соответствии с результатами, полученными для вертикального перемещения 

на границе полуплоскости, имеем 

 ( )
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Интеграл в выражении (18), в соответствии с [23], может быть записан в виде: 
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где 
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2 1 4 1;

2 1 4 1;

F

f

 =  − −   −  −

 =  − +   −  −

 

η1 – наибольший действительный положительный корень (НДПК) уравнения 

( ) ( )
2

2 2 2 22 1 4 0. − −   − =  

Подставляя разложение (18) в (1)  

 ( ) ( )
2 2

2 ,

0, 0 2 ,0 2 ,2 22
0 1

2 ; 1 ,
1

m k k

k m m r r

m r

A Pk
A m C C T x x

K aT

 

= =

  
− + =  −  

   (21) 

умножаем равенства (21) на Ti(x) и с учtтом ортогональности полиномов Чебы-

шева, получаем 
2 2

2 ,

0, 0 2 ,02
0

;
1

m k k

k m

m

A Pk
A m C

K aT



=


− =

− 
  

 2 ,

2 ,2

0

0.
1

m k

m r

m

A
C

K



=

=
−

  (22) 

Подставляя решения уравнений (22) в выражения (14), контактные напряжения 

полуплоскости и перемещений полосы можно вычислить по формуле 

( ) ( ) 0,

10 0

1
exp .

t

k k

k

ik
t t P aA d

m T



=

 
  = −  −       

  

 

Результаты и анализ 

 

На основе разработанного алгоритма получены численные результаты в про-

граммном комплексе MATLABe. В расчетах использовалось трехпараметрное 

ядро релаксации Колтунова–Ржаницина ( ) 1/tK t A e t− −= . Расчеты по соотноше-

ниям (15)–(22) проводились при следующих значениях основных параметров за-

дачи: 0.05; 0.1; =  =  0.5; 0.01, / 0.1, 1.15.h t h l=  = =  = . Коэффициент Пуас-

сона материала полупространства принят постоянным: 0.25. =  Вертикальная 

сила принята в виде треугольника 

0

0

( ) 1
t

P t P
 

= − 
 

, 

где P0 – амплитуда вертикальной нагрузки, τ0 – время воздействия нагрузок. 
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Рис. 1. Изменение перемещений жесткой полосы в функции от времени:  

А = 0.0048 (1); А = 0.48 (2) 

Fig. 1. Displacement of a rigid strip as a function of time: А = (1) 0.0048 and (2) 0.48 
 

Воздействующая нагрузка принята нестационарной, в форме треугольника. На 

рис. 1 показано изменение перемещений жесткой полосы от времени при различ-

ной вязкости полупространства. Результаты расчетов показывают, что учет вязко-

упругих свойств основания (или полупространства) в значительной мере влияет на 

динамическую реакцию. 

  

Заключение 

 

Разработаны методика и алгоритм решения задачи исследования вертикальных 

колебаний жесткой полосы на вязкоупругой полуплоскости под действием верти-

кальной нагрузки. Переход от изображений к оригиналам осуществляется прибли-

женно. Методом рядов Фурье и преобразований Фурье контактные задачи аналити-

чески решаются при произвольных ядрах вязкоупругости. Однако при применении 

этого метода ставятся определенные ограничения на вид функции нагружения. 

Определение смещений и напряжений по полученным аналитическим выраже-

ниям представляет собой отдельную, достаточно сложную вычислительную за-

дачу. Найдено, что учет вязкоупругих свойств материалов полупространства ока-

зывает существеннее влияние на реакцию основания. 
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