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Аннотация. Рассматривается модель массового обслуживания с входящим ММPP-потоком заявок и не-

ограниченным количеством приборов. Заявка в течение времени своего обслуживания независимо от других 

заявок генерирует события дополнительного потока. С использованием методов марковского суммирования  

и асимптотического анализа находится характеристическая функция числа событий дополнительного потока, 

формируемого на промежутке [0, ∞) всеми заявками, поступившими в систему на промежутке времени (–∞, T], 

T > 0. Задача решается как для экспоненциального времени обслуживания, так и в случае произвольного рас-

пределения времени обслуживания. Приводятся численные результаты при заданных значениях параметров 

системы. 
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Введение 

 

Исследования в области теории массового обслуживания демонстрируют разнообразие применяе-

мых моделей и методов с целью прогнозирования, оптимизации и управления реальными процессами 

и объектами. В качестве таких объектов могут выступать, например, страховые компании и другие 

коммерческие организации [1–2]. Также с помощью методов теории массового обслуживания модели-

руют работу железнодорожных станций [3], функционирование телекоммуникационных сетей [4], про-

цессы в военной отрасли [5–6], в сфере интернета вещей [7] и т.д. В качестве предмета исследований  

в таких моделях могут быть входящие потоки заявок и их параметры [8], число занятых приборов или 

число обслуживаемых заявок в системе [9], длина очереди на обслуживание [10], выходящие потоки 

[11–12] и др. Многообразие работ по данной тематике демонстрирует необходимость развития методов 

и подходов для анализа различных характеристик исследуемых моделей массового обслуживания.  

В данной работе рассматривается система массового обслуживания с входящим ММPP-потоком 

заявок и неограниченным количеством приборов. Каждая заявка в течение времени обслуживания 

независимо от других заявок генерирует события некоторого дополнительного потока. Такие допол-

нительные потоки моделируют, например, потоки выплат клиентам страховой компании по факту 

наступления страховых случаев, потоки денежных операций в рамках накопительного банковского 

счета, когда клиент в любой момент времени имеет возможность снимать средства или пополнять счет, 

потоки заказов товаров и услуг, например вызовов такси с установленного мобильного приложения и т.д. 

Подобные потоки в своих трудах рассматривали М.С. Бартлетт [13] для исследования транспортных по-

токов и П.А.В. Льюис и Д.Р. Кокс [14] для моделирования отказов вычислительных машин. Также в ра-

ботах [15–17] с помощью метода марковского суммирования исследуется дополнительный поток, сгене-

рированный заявками, поступившими в систему после заданного начального момента времени t = 0;  

в [18–19] заявки учитываются и до начального момента в условиях простейшего входящего потока.  

В данном исследовании впервые с использованием комбинации методов марковского суммирования и 

асимптотического анализа находится характеристическая функция числа событий дополнительного 

потока, формируемого на промежутке [0, ∞) всеми входящего ММPP-потока заявками, поступившими 

в систему на промежутке времени (–∞, T], T > 0. Так как количество событий дополнительного потока 

после момента времени T с течением времени будет убывать, то такой поток назовем затухающим. 

Задача решается как для экспоненциального времени обслуживания, так и для произвольного распре-

деления времени обслуживания. Приводятся численные результаты при заданных значениях парамет-

ров системы. 

 

1. Описание модели и постановка задачи 

 

Рассмотрим систему массового обслуживания с входящим MMPP-потоком заявок и неограни-

ченным количеством приборов. Время обслуживания имеет экспоненциальный закон распределения  

с параметром µ или характеризуется произвольной функцией распределения B(x) (рис. 1).  
 

 

Рис. 1. Модель системы массового обслуживания c d-потоком 

Fig. 1. Model of a queueing system with d-flow 
 

Каждая заявка, приходящая в систему, в течение времени обслуживания на приборе генерирует 

с интенсивностью γ события дополнительного потока, который будем называть локальным d-потоком; 

суммарным d-потоком будем называть дополнительный поток, сформированный всеми заявками [16]. 
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Предполагается, что заявки поступают в систему на промежутке (–∞, T], T > 0, а события формируе-

мого этими заявками дополнительного потока учитываются на интервале [0, ∞). 

Обозначим i(t) – число событий локального d-потока от заявки, поступившей в момент времени t, 

n(t) – число событий суммарного d-потока, сформированных заявками, поступившими в систему на 

промежутке (–∞, t]; r(i, t) = P{i(t) = i}, P(n, t) = P{n(t) = n}. Задача состоит в нахождении характеристи-

ческой функции числа n(t) событий суммарного d-потока, сформированного на [0, ∞) заявками входя-

щего потока при условии, что в момент времени t = 0 в системе находится какое-то количество заявок. 

На рис. 2 изображена схема формирования d-потока: моменты ti на оси времени обозначают моменты 

поступления заявок в систему на промежутке (–∞, T], точки – моменты наступления событий d-потока 

на промежутке [0, ∞). Для решения поставленной задачи будем использовать метод марковского сум-

мирования, который был введен и описан в [16], а также метод асимптотического анализа [20].  
 

 

Рис. 2. Схема формирования d-потока 

Fig. 2. Scheme for generating d-flow  

 

2. Характеристическая функция числа событий суммарного d-потока  
 

2.1. Метод марковского суммирования  
 

Будем считать, что входящий ММPP-поток управляется цепью Маркова k(t) и характеризуется 

следующими матрицами: диагональной матрицей Λ с элементами λk на главной диагонали, где λk – 

условные интенсивности поступления входящих заявок, когда цепь Маркова k(t) находится в состоянии 

k, k = 1, 2, …, K; квадратной размерности K матрицей Q инфинитезимальных характеристик qvk, которая 

определяет марковскую цепь k(t). 

Определим двумерный процесс {n(t), k(t)}, который в описанных выше условиях является марков-

ским. Согласно методу марковского суммирования [16] необходимо: 

1. Определить характеристику числа n(t) суммарного d-потока в виде вероятности  

( , ) P{ ( ) , ( ) }, 1,2,..., .kP n t n t n k t k k K= = = =  

2. Найти вид вероятности r(i, t) для локального d-потока и соответствующую характеристиче-

скую функцию. 

3. Составить систему дифференциальных уравнений Колмогорова для вероятностей из п. 1. 

4. Решить систему уравнений из п. 3, получить искомое распределение из п. 1.  

Реализуя первый этап, для вероятностей Pk (n, t) запишем равенства 
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В (1) присутствует вероятность r(i, t), выражение для которой было получено в работе [18] в виде (2) 

для модели с простейшим входящим потоком и экспоненциальным обслуживанием (тип входящего 

потока не будет влиять на вид этой вероятности, так как r(i, t) характеризует локальный d-поток, а 

значит, будет зависеть от распределения обслуживания и интенсивности d-потока): 
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Система дифференциальных уравнений Колмогорова после преобразований равенств (1) будет 

иметь вид:  

 
0
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
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Систему (3) для частичных характеристических функций 
0

( , ) ( , )jun
k k

n

Н u t e P n t


=

=   запишем в виде:  
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
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где R(u, t) – характеристическая функция распределения вероятностей (2) локального d-потока. Выра-

жение для R(u, t)  также получено в работе [18] и имеет следующий вид:  
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Введя векторную характеристическую функцию H(u, t) = {H1(u, t), H2(u, t), ..., HK(u, t)}, систему (4) 

можем записать в виде матричного уравнения   

 ( ) 
( , )

( , ) ( , ) 1
u t

u t R u t
t


= + −



H
H Q Λ  (6) 

с начальным условием H(u, –∞) = R. 

Матричное уравнение (6) определяет однородную систему линейных дифференциальных урав-

нений относительно частичных характеристических функций Hk(u, t) с переменными по t коэффициен-

тами. Аналитическое решение системы (6) записать не представляется возможным, поэтому решение 

этой системы будем искать методом асимптотического анализа. Таким образом, п. 4 метода марков-

ского суммирования будем реализовывать с использованием метода асимптотического анализа.  
 

2.2. Метод асимптотического анализа  
 

Для реализации метода асимптотического анализа найдем выражение для математического ожи-

дания числа n(t) событий суммарного d-потока. Так как  

( )
( )

( )
( )1

0 0

, ,1 1
,

u u

u t R u t
t R t

j u j u
= =

 
= =

 

H
m , 

то, дифференцируя уравнение (6) по переменной u в нуле, получим неоднородную систему дифферен-

циальных уравнений относительно m(t):  

 ( ) ( ) ( )1t t R t = +m m Q RΛ . (7) 

Вектор R = H(0, t), присутствующий в (7), есть вектор-строка стационарного распределения вероятно-

стей значений цепи Маркова k(t), удовлетворяющий системе уравнений  

,

1,

=

=

RQ 0

RE
 

где E – единичный вектор-столбец, 0 – нулевая вектор-строка. Умножая систему (7) на E, получим 

равенство  

( ) ( ) ( )1t R t = m E RΛE , 

из которого можем записать выражение 

( ) ( )1

t

t R x dx
−

=  m E RΛE . 

Заметим, что компоненты вектора m(t) являются частичными математическими ожиданиями числа собы-

тий, наступивших в суммарном d-потоке, m(t)E – полным математическим ожиданием; скаляр RΛE – 

интенсивностью входящего ММРР-потока.  
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Для реализации метода асимптотического анализа в уравнении (6) выполним замену  

 ( ) ( ) ( )2 1, , exp , , 
t

u t u t ju R x d t Tx
−

 
−=    





H H RΛE  (8) 

тогда для векторной характеристической функции H2(u, t) центрированного случайного процесса 

( ) ( )n t Mn t−  получим задачу Коши: 
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 (9) 

где I – единичная матрица. Для решения этой задачи метод асимптотического анализа реализуем  

в предельном условии T → ∞. Введем следующие обозначения:   

( )2 2
2

1
, , , , ( , ) , ,u w t t T u t w

T
=  =   =  =  =  H F , 

с учетом которых задачу (9) перепишем в виде: 
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Выполняя предельный переход при ε → 0 и обозначая 
0

lim ( , , ) ( , )w w
→

  = F F , для векторной функ-

ции F(w, τ) получим систему уравнений  
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Решение F(w, τ) системы (11) можно записать в виде: F(w, τ) = Φ(w, τ)R, где Φ(w, τ) – скалярная функ-

ция. Решение F(w, τ, ε) задачи (10) запишем в виде разложения  

 ( )  ( )2
1( , , ) ( , )w w j w R T  =   +   + F R f O . (12) 

Подставляя (12) в (10) и производя разложение с точностью до порядка ε2, получим равенство  
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из которого для вектора f с учетом свойств вектора R можем записать неоднородное уравнение 

( )=  −fQ R RΛE I Λ . 

Решение f этого уравнения можно записать в виде: 

 0 ,С= +f R f  (13) 

где C – произвольная константа, а f0 – частное решение неоднородного уравнения, удовлетворяющее 

некоторому дополнительному условию, например 0 0=f E . 

Далее уравнение из (10) умножим на E и представим ( , )R w T  в виде разложения  
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где Mi(τT) = R1(τT), Mi2(τT) = R2(τT), получим  

 ( )
( )

2

2 2 3
1 2

( , , )
( , , ) ( ) ( ) ( ).

2

ww
w j wR T j R T

     
 =      −  +  +  

   

F
E F ΛE RΛE E ΛE O  (14) 

Подставляя в (14) разложение (12), запишем  

2 1 ( , )

( , )

w

w

 

  

RE
( )

( ) ( )  ( )
2

2 3
1 22 ( ) .

2

j w
R T R T


=  −  +  + f ΛE RΛE E RΛE O  

В это равенство подставим разложение (13) и, выполнив несложные преобразования, получим уравнение 

 
( )

( ) 
2

2
0 1 2

( , )
( , ) 2 ( ) .

2

jww
w R T R T

 
=    + 
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f ΛE RΛE  (15) 
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Решение Φ(w, τ) уравнения (15) имеет вид: 

( )
( )

2

2
0 1 2

1
( , ) exp 2 ( ) .

2

Tjw
w R x R x dx

T



−

  
   = +  

  
 f ΛE RΛE  

Возвращаясь к переменным u и t, для скалярной функции H2(u, t)E получим аппроксимацию 

( )
( )

( )
2

2
2 0 1 2, exp 2 ( ) .

2

tju
u t R x R x dx

−

  
 = +  

  
H E f ΛE RΛE  

В силу замены (8) аппроксимацию характеристической функции Mejun(T) числа событий суммар-

ного d-потока можно записать в виде: 

 ( ) ( )
( )

( )
2

2
1 0 1 2, exp 2 ( ) ,

2

T Tju
u T ju R x dx R x R x dx

− −

  
 =  + +  

  
 H E RΛE f ΛE RΛE  (16) 

т.е. в виде характеристической функции гауссовского распределения с параметрами 

 ( ) ( )2
1 1 2 0 1 2, 2 ( )

T T T

R x dx R x dx R x dx

− − −

 =   = +  RΛE f ΛE RΛE , (17) 

где  
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, 0,

, 0,
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t
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= 
 
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   ( )2

1 2 , 0,

1 2 , 0.

te t

R t
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   
= 
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3. Характеристическая функция числа событий суммарного d-потока  

для модели с произвольным обслуживанием 

 

Для решения задачи нахождения характеристической функции числа событий суммарного d-по-

тока в модели с произвольным временем обслуживания методом марковского суммирования в первую 

очередь необходимо найти выражения для вероятностей r(i, t) и соответствующей характеристической 

функции R(u, t). В работе [19] получены выражения для этих функций в рамках задачи исследования 

числа событий затухающего суммарного d-потока в условиях простейшего входящего потока и произ-

вольного времени обслуживания в случае поступления заявок в систему на (–∞, T]. Так как тип входя-

щего потока не влияет на вид r(i, t) и R(u, t), то для задачи с входящим MMPP-потоком и произвольным 

обслуживанием можно записать полученное в [19] выражение в виде (18) для R(u, t): 

 
0

exp{ ( 1)} ( ), 0,

( , )

( ) exp{ ( 1)} exp{ ( 1)} ( ), 0.

ju
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
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

 (18) 

Общий вид аппроксимации характеристической функции в данных условиях не будет отличаться 

от вида выражения (16), но, очевидно, параметры (17) теперь будут зависеть от R1(t) и R2(t), которые  

с учетом функции (18) будут определяться следующими выражениями:  
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4. Численные результаты 
 

С помощью системы Mathcad были реализованы численные эксперименты, в рамках которых 

при заданных значениях параметров модели было получено дискретное распределение вероятностей 

числа n(T) событий затухающего d-потока, сформированного на промежутке [0, ∞) заявками, посту-

пившими в систему на (−∞, T].  

Для модели с экспоненциальным временем обслуживания и модели с произвольным обслужива-

нием проведена численная реализация для входящего ММPP-потока заявок, который определяется сле-

дующими квадратными размерности K = 3 матрицами: 

0,4 0,2 0,2

0,1 0,6 0,5

0,3 0,3 0,6

− 
 

= −
 
 − 

Q , 

1 0 0

0 3 0

0 0 5

 
 

=
 
  

Λ , 

и для параметров T = 15 и µ = 0,5. В качестве произвольного распределения времени обслуживания 

рассмотрены гамма-распределение и распределение Вейбулла с такими параметрами формы α и мас-

штаба β, чтобы среднее время обслуживания для этих распределений совпадало со средним для экспо-

ненциального обслуживания. Для гамма-распределения α = 2, β = 1, для распределения Вейбулла α = 2, 

β = 2,257. На рис. 3–5 представлены дискретные распределения вероятностей P(n, T), аппроксимирую-

щие теоретическое распределение, для трех значений параметра γ, равных 0,5, 1,0 и 1,5 соответственно: 

PE(n, T) для экспоненциального распределения времени обслуживания, PG(n, T) – для гамма-распре-

деления, PW(n, T) – для распределения Вейбулла. 
 

 

Рис. 3. Распределение вероятностей P(n, T) при γ = 0,5 

Fig. 3. Probability distribution P(n, T) for γ = 0,5 

 

 

Рис. 4. Распределение вероятностей P(n, T) при γ = 1,0 

Fig. 4. Probability distribution P(n, T) for γ = 1,0 
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Рис. 5. Распределение вероятностей P(n, T) при γ = 1,5 

Fig. 5. Probability distribution P(n, T) for γ = 1,5 

Значения математических ожиданий Mn(T) и средних квадратическое отклонений σn(T) 

 PE(n, T) PG(n, T) PW(n, T) 

γ = 0,5 
Mn(t) = 51,557 

σn(T) = 16,727 

Mn(t) = 50,041 

σn(T) = 15,748 

Mn(t) = 49,353 

σn(T) = 15,306 

γ = 1,0 
Mn(t) = 103,115 

σn(T) = 31,876 

Mn(t) = 100,082 

σn(T) = 29,865 

Mn(t) = 98,707 

σn(T) = 28,955 

γ = 1,5 
Mn(t) = 154,672 

σn(T) = 46,998  

Mn(t) = 150,123 

σn(T) = 43,952 

Mn(t) = 148,06 

σn(T) = 42,572 
 

В таблице представлены значения математических ожиданий и средних квадратических отклоне-

ний числа n(T) событий суммарного d-потока при заданных выше значениях параметров для различных 

распределений времени обслуживания и различных значений интенсивностей локального d-потока.  

По приведенным в таблице данным наблюдается тенденция к увеличению числовых характеристик для 

всех распределений с увеличением интенсивности локального d-потока. Несмотря существенное раз-

личие в распределениях времени обслуживания, наблюдается незначительная разница в значениях чис-

ловых характеристик с относительной погрешностью в пределах 2–6% для одного значения γ; причем 

пределы погрешностей сохраняются и для других значений интенсивности γ.   
 

Заключение 
 

В данной работе рассмотрена модель массового обслуживания, в рамках которой исследуется 

поток дополнительных событий. Найдено выражение аппроксимации в предельном условии T → ∞ 

характеристической функции числа событий затухающего d-потока от заявок, поступивших на проме-

жутке (–∞, T], T > 0. Проведены численные эксперименты, получены кривые дискретных распределе-

ний для различных значений параметров модели. Результаты исследований, например, в случае финан-

совой или информационной нагрузки событий в дополнительных потоках, могут быть полезны для 

оптимизации и управления экономической деятельностью предприятий с учетом временны́х проме-

жутков поступления клиентов в компанию и генерации событий дополнительных потоков.  
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