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Аннотация. Предлагается модель учета неоднородности поверхности подложки 

при движении по ней линии контакта трех сред на примере собственных и вынуж-

денных колебаний газового пузырька в несжимаемой жидкости конечного объема  

с внешней свободной поверхностью, расположенного между двумя простран-

ственно-неоднородными параллельными подложками. Показано, что частота ради-

альных колебаний пузырька определяется давлением газа и радиусом внешней по-

верхности жидкости. Неоднородность изменяет эффективный параметр смачивания 

и приводит к возбуждению азимутальных мод в однородном пульсационном поле 

давления. 
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Abstract. The free and forced oscillations of a cylindrical gas bubble clamped between 

two rigid parallel plates and surrounded by a finite volume of incompressible liquid with 

a free surface in a homogeneous pulsating pressure field are considered. A model is pro-

posed for describing the substrate surface heterogeneity through the wetting parameter (the 

Hocking parameter), which is defined as the proportionality coefficient between the con-

tact line velocity and the contact angle deviation. Since only small-amplitude oscillations 

are considered, the surface heterogeneity is significant only in the vicinity of the contact 

line. Therefore, it is treated as a function of a single variable. Azimuthal oscillations arise 

due to the contact line motion along the heterogeneous surface. It is shown that the fre-

quency of the radial oscillations of the bubble is governed by the gas pressure and the 

radius of the liquid’s outer surface. The specific type of surface inhomogeneity modifies 

the Hocking parameter by reducing its value, although the qualitative dependence of the 

frequencies and damping decrements on this parameter remains unchanged. The frequency of 

the volume oscillations depends on the gas pressure inside the bubble, which may coincide 

with the frequency of the bubble’s shape oscillations. At the intersection points, damping 

decrements exhibit local extrema. It is shown that external excitation induces only axisym-

metric oscillations; however, surface inhomogeneity also gives rise to azimuthal modes, 

whose spectrum is determined by the nature of the inhomogeneity. 

Keywords: gas bubble, free oscillations, forced oscillations, contact line dynamics,  

heterogeneous surface 
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Введение 

 

В задачах, посвященных управлению движением капель или пузырьков, суще-

ственную роль играют движение линии контакта трех сред и изменение краевого 

угла [1–3]. Это важная область движения многофазных сред, которые встречаются 

в природе и промышленных приложениях. К ним относятся движение линии кон-

такта двухслойной системы по твердой стенке [4] или при растекании жидкости 

по твердой поверхности [5, 6], движение ручейков (ривулетов) [7, 8], капель и 
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пузырьков по твердой подложке [9, 10], удар капли о твердую поверхность (или 

твердого тела о поверхность жидкости) и последующее разбрызгивание [11–13], 

нанесение пленочных покрытий [14], приложения микрофлюидики [15], пузырь-

ковое кипение [16] и пр. В таких системах течение либо частично, либо полностью 

обусловливается движением линии контакта, что приводит к различным режимам 

течения жидкости [9, 10, 17, 18]. Богатая физика, управляющая статикой и дина-

микой контактных линий, однако, является предметом давних дебатов, которые 

обусловлены в том числе проблемами, создаваемыми сингулярностью поверх-

ностного натяжения. На практике часто возникают сложности, такие как термока-

пиллярные явления, наличие поверхностно-активных веществ, фазовые переходы, 

сложная геометрия и эффекты неоднородностей подложки. Если в предложенном 

ряде моделей для описания движения линии контакта трех сред [1–3, 19] для по-

ступательного движения контактной линии и статического краевого угла опреде-

ленное согласие достигнуто, то для возвратно-поступательного или быстро осцил-

лирующего движения и динамического контактного угла полное описание далеко 

от завершения. Линейная зависимость скорости движения контактной линии от 

отклонения краевого угла была предложена в [4] на основе экспериментальных 

данных [17]. Коэффициент пропорциональности Λ* является эффективным пара-

метром (разнообразные сложные процессы, происходящие в непосредственной 

близости от линии контакта, из рассмотрения исключаются) и характеризует сте-

пень взаимодействия контактной линии с твердой поверхностью. Это эффектив-

ное граничное условие (условие Хокинга, или модель Хокинга–Девиса [7]) для  

отклонения поверхности раздела вдоль твердой поверхности от равновесного по-

ложения ζ* и отклонению краевого угла * k   (вектор нормали к твердой поверх-

ности k ) можно представить, например, в виде: 

 
*

* *

*


=   

t
k  . (1)

 
При произвольном значении параметра Λ* оно описывает затухание свободных  

колебаний, которое обусловлено взаимодействием движущейся линии контакта  

с поверхностью твердой подложки. Граничное условие (1) описывает предельные без-

диссипативные состояния системы: неподвижную линию контакта * * 0t  =  [20] 

и постоянное значение краевого угла * 0  =k   [21].  

Модель Хокинга–Девиса (1) и ее различные модификации применялись в боль-

шом количестве работ (см., напр.: [4, 7, 22–26]), в большинстве которых Λ* – дей-

ствительный постоянный параметр. В работе [27] предложена модель электросма-

чивания в переменном электрическом поле. Если же параметр Λ* – комплексное 

число, то движение контактной линии не обязательно происходит в одной фазе  

с краевым углом [28]. Параметр Λ* в [29] рассматривался как действительная 

функция координат для описания неоднородности поверхности подложки, по ко-

торой двигалась контактная линия. 

Метод измерения коэффициента подвижности (обратного параметра Хокинга) 

для полусферической капли на подложке при анализе экспериментальных резуль-

татов был предложен в [30–33], включая сравнение с теоретическими результа-

тами [9, 10], которые учитывали гистерезис краевого угла [34]. Было показано, что 

условие Хокинга с учетом гистерезиса краевого угла [34] является наиболее 
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подходящим подходом для нескольких поверхностей с различными свойствами сма-

чивания. Авторы [32, 33] подчеркивают, что коэффициент подвижности действи-

тельно является параметром, подобным материалу, и экспериментально измерили 

несколько значений параметра подвижности для различных материалов подложки. 

Таким образом, несмотря на значительный прогресс в использовании условия Хо-

кинга, до сих пор невозможно получить аналитическую формулу для описания па-

раметра Хокинга, который является феноменологическим параметром. Кроме 

того, как в теории, так и в эксперименте поверхность подложки считается одно-

родной с точки зрения шероховатости и структуры материала, и исследование про-

водится только для капли жидкости на подложке. 

В данной работе впервые рассматривается поведение цилиндрического пузырька, 

зажатого между двумя параллельными пластинами с одинаковыми неоднородными 

поверхностями, под действием вибраций. Случай однородных поверхностей рас-

сматривался в работах [26, 35]. 
 

Постановка задачи 
 

Постановка задачи схожа с подобными задачами [26, 29, 35]. Несжимаемая жид-

кость (плотность *l
 и вязкость *l

) и невесомый газ заполняют сосуд цилиндри-

ческой формы выстой h* и радиусом *

vR  (ис. 1). Контактная линия внешней неде-

формируемой поверхность жидкости – торец (крышка или дно) сосуда – движется 

свободно. В равновесном состоянии объем жидкости имеет форму круглого цилиндра 

радиусом *

0R  и внешняя поверхность жидкости недеформируемая. Размеры сосуда 

велики так, что боковая стенка сосуда достаточно далека от жидкости ( * *

0 vR R ). 
 

 

Рис. 1. Геометрия задачи 

Fig. 1. Problem geometry  
 

Влияние гравитации не учитывается, т.е. полученные результаты будут спра-

ведливы либо для условия невесомости, либо для малого числа Бонда (Этвеша): 
* *2 * * 1

0 1−=  lBo g r . Последнее условие ограничивает размеры пузырька. Напри-

мер, для пузырька воздуха в воде при земных условиях * 3

0 3 10−r  м, что вполне 

укладывается в приведенные выше оценки для несжимаемой невязкой жидкости.  

В жидкость помещен газовый пузырек, который в равновесном состоянии 

имеет форму круглого цилиндра радиусом *

0r  и высотой h* с давлением газа *

0P  и 
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показателем политропного процесса np. На деформируемой боковой поверхности 

пузырька (поверхность раздела газ–жидкость) учитывается сила поверхностного 

натяжения с коэффициентом поверхностного натяжения σ*. Движение линии кон-

такта трех сред (газ в пузырьке – жидкость – торец сосуда) определяется условием 

Хокинга (1). Диссипативное движение линии контакта позволяет рассматривать 

течение невязкой жидкости как потенциальное при наличии деформируемой по-

верхности раздела, согласно теореме Кельвина о циркуляции [36]. 

Равновесный прямой краевой угол представляет собой оправданное приближение, 

т.к. это позволяет не только упростить решение задачи, но и сохранить все возмож-

ные эффекты, наблюдаемые для реального пузырька. Отметим, что в работе [37] 

проводилось сравнение поведения капли, представляющей собой фигуру вращения 

(т.е. равновесный краевой угол отличен от прямого), с цилиндрической каплей. 

Например, было показано, что наибольшие значения частот собственных колеба-

ний достигаются при прямом краевом угле, т.е. отличия только количественные.  

На систему действует однородное пульсационное поле давления с характерной 

амплитудой A* и частотой ω*. Будем рассматривать малоамплитудные колебания, 

т.е. * *

0A r . Диапазон частот пульсаций ограничен приближениями несжимаемо-

сти (максимальные значения частот) * * *

0 r c  (c* – скорость звука) и невязкости 

(минимальные частоты) жидкости [36]: толщина вязкого пограничного слоя 

* * * *

0=  ll r . Для пузырька воздуха * 2

0 10r −=  м в воде ( * 31,5 10= lc  м/с, 

* 610− l
 м2/с, 

* 27 10− =   Н/м) диапазон частот 
* 50.1 10  рад/с. Для капил-

лярных волн ( )* * * *3

0 =   l r  на поверхности раздела, безразмерная частота 

ω = 1 соответствует размерной частоте 
* 8,5 =  рад/с, диапазон безразмерных час-

тот 
2 410 10−  . Для пузырька радиуса * 3

0 10r −=  м: 1 =  – 
* 22,7 10 =   рад/с, 

безразмерное равновесное давление газа 
* * * 4

0 02 2,9 10=  = p gP n P r  при 
* 510gP =  Па 

и 1n = . При * 3

0 10r −=  м: 1 =  соответствует 
* 22,7 10 =   Гц и 3

0 2,9 10P =   – 

* 510gP =  Па. С увеличением частоты толщина вязкого пограничного слоя умень-

шается. Следовательно, приближение идеальной окружающей жидкости выпол-

няются в диапазоне частот пульсаций 
* 31 10 =   Гц для пузырька размером  

0,1–1 см.  

В цилиндрической системе координат ( )* * *, ,r z , поверхность пузырька опи-

сывается уравнением ( )* * * * * *

0 , , 0= − −  =F r r z t , где ( )* * *, ,z t   – динамиче-

ское отклонение деформируемой поверхности раздела. Запишем линеаризованные 

уравнения и граничные условия в безразмерном виде (размерность радиальной ко-

ординаты * *

0
  = r r , осевой координаты * *  = z h , отклонения поверхности 

* *  =  A , времени 
* * *3 *

0
  =    lt r , скорости ( )* * * * *3

0=  lA rv , давления 

* * * *2

0= p A r , * *

0A r = , * *

0b r h= , * *

0 0R R r= , 
* * * *

0 =   l r , 
* * *3 *

0 =   l r , 

* * *

0 02 p gP n P r=  ): 
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 2 i te

lp e
t

 
= − − 

 
, 0 =l , 0= − gp P , ( )

1
2

S
dS

−
 =   , (2)

 

 1=r : 
2

2

2

 
− =  +


l gp p b

z
, e

t r


=

 
, (3)

 

 
1

2
= z : 0e

z


=


, (4) 

 1r = , 
1

2
z =  : ( )b

t z

 
=  

 
, (5)

 
 0=r R : 0 =l ,  (6)

 где pl и φl – давление и потенциал скорости жидкости, pg – давление газа в пу-

зырьке, ( )S S z=  – площадь поверхности раздела, ( )   –параметр смачивания, 

характеризующий неоднородность поверхностей твердых пластин. Предельный 

случай высокого давления, 0P → , преобразует задачу (2)–(6) в задачу о колеба-

ниях несжимаемого пузырька в жидкости, т.е. в задачу о колебаниях капли жидко-

сти [25, 29]. В противоположном предельном случае малого давления, 0 0P → , 

можно ожидать, что пузырек схлопнется. В данной работе не рассматривается слу-

чай кавитации и предполагается, что всегда 0 0P  . 

 

Собственные колебания 

 

Рассмотрим сначала собственные колебания пузырька. Исследуем влияние 

частного случая неоднородности поверхности пластин, описываемой функцией 

( ) ( ) ( )( )0 0, sin sin cosr kx kr  =  =   , где k  – волновое число неоднородности 

поверхности. Данная функция в главном порядке разложения по малому пара-

метру ε (т.е. вблизи линии контакта) примет вид: ( ) ( )( )0 sin cosk  =   . Это 

позволит изучить основные эффекты, вызванные неоднородностью, и продемон-

стрировать метод решения задач подобного вида.  

Краевая задача (2)–(6) решается методом разделения переменных, решения 

представляются в виде рядов Фурье. Разложение ведется по базисным функциям 

оператора Лапласа (2) в цилиндрической системе координат. Внешняя сила в ин-

теграле Коши–Лагранжа (2) не зависит от полярного угла α, поэтому разложение 

этого слагаемого должно содержать только осесимметричную моду – пульсирую-

щее однородное поле давления возбуждает только такие колебания. Неотрицатель-

ная функция ( )   (5) раскладывается в два независимых друг от друга ряда Фурье 

по гармоникам ( )cos 2m  и ( )( )cos 2 1m+  , где m – целое азимутальное волновое 

число. Следовательно, разложение ( ) z     (5) будет содержать члены ряда  

с ( )cos 2m . Другими словами, только четные азимутальные моды содержатся в спек-

тре вынужденных колебаний из-за наличия неоднородности поверхности под-

ложки. В итоге сила взаимодействия между линией контакта и подложки и, сле-

довательно, скорость будут варьировать в различных точках неоднородной 
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поверхности подложки. Собственные колебания для случая однородных поверх-

ностей были исследованы в работах [26, 35]. 

Решения краевой задачи (2)–(6) представим в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2

0 0

, , , Re cos 2
 

 

= =

 
  =  +  

 
 im i t

l mn mn mn mn

m n

r z t i a A r b B r n z e e , (7) 

 ( ) ( ) ( ) 2

0 0

, , Re cos 2
 

 

= =

  
  =  +  

  
  im i t

mn m m

m n

z t c n z d D z e e , (8) 

( ) ( ) ( )00 0ln ln= −A r R r , ( )00 0=B r , ( ) 2

0 = m

mA r r , ( )0 2

1
=m m

B r
r

, 

( ) ( )2= I 2mn mA r nbr , ( ) ( )2= K 2mn mB r nbr , ( )0 cos
 

=  
 

z
D z

b
, 

( )
24 1

ch
 −
 =
 
 

m

m
D z z

b
, 

где amn, bmn, cmn и dm – неизвестные амплитуды, Ω – частота собственных колеба-

ний, Im и Km –модифицированные функции Бесселя. 

После подстановки рядов (7)–(8) в (2)–(6) получим спектрально-амплитудную 

задачу, собственными числами которой являются комплексные Ω: 

 ( )
2 2

0

0

0

1 1 4 1 4 1
1 sin sh

2 2 2

n

mn ml l l mn n nl
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d l l
i c d D F

b b b b
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 , (9) 
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1
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
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( )
( ) ( )

1 2

2

1 2

1
cos 2

cos 2
mk mC D z kz dz

kz −

= 


 . 

Объемные колебания цилиндрического газового пузырька возможны только 

при условии 01 R    (см. 
( )2

00 ) в отличие от колебаний сферического пузырька 

(или полусферического пузырька на подложке [10, 23]) в бесконечной жидкости. 

Для существования объемных колебаний нужно задать граничное условие (6)  

для потенциала скорости на некоторой цилиндрической поверхности. В задаче об 
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электрическом поле заряженного бесконечного цилиндра задается потенциал на 

эквипотенциальной поверхности вне цилиндра. Если электрический потенциал 

вдали от цилиндра равен нулю, то он будет постоянным во всем внешнем про-

странстве. Необходимо также указать дополнительное условие вдали от пузырька 

при изучении вынужденных колебаний газового пузырька на подложке для опре-

деления однородной части поля давления [23]. Этим условием было определение 

давления на свободной поверхности, т.е. задана толщина слоя жидкости на под-

ложке, в отличие исследования собственных колебаний такого пузырька в беско-

нечной жидкости. Кроме того, задание свободной внешней поверхности удобно  

с точки зрения проведения эксперимента [23].  

При конечных значениях параметра λ и давлении газа P0 ≈ 1 частота объемных 

колебаний определяется как ( ) ( )1

00 0 01 ln− =  −i P R , т.е. слишком низкое давле-

ние газа в пузырьке приводит к монотонной неустойчивости пузырька, а не к кол-

лапсу (асимметричному схлопыванию пузырька) [23]. Это соотношение опреде-

ляет порог устойчивости по отношению к быстрому адиабатическому сжатию  

при P0 < 2np.  

Существуют колебательный (периодический) (рис. 2а, b) и монотонный (апе-

риодический, ненулевой является только мнимая часть корней уравнений (9))  

режимы (рис. 2, c). Влияние неоднородности приводит к смещению всех зависимо-

стей вправо, в сторону больших значений λ0. Это связано с тем, что 

( )( )0 sin cos 1k   , т.е. всегда есть точки, в которых контактная линия зафик-

сирована, что сдвигает кривую декремента затухания (см. рис. 2, b) в сторону боль-

ших частот. При малых волновых числах k значения функции ( )( )sin cos 1k   , 

что также соответствует малоподвижной линии контакта и, следовательно, повы-

шенным значениям частот. Азимутальные моды уже подробно исследовались  

в работах [25, 29] при изучении колебаний несжимаемой капли, поэтому основное 

внимание уделяется объемным колебаниям. 
 

 
a                                                  b                                                 c 

Рис. 2. Зависимость Re(Ω) (a) и Im(Ω) (b, c) объемной моды от λ0  

для разных значений k при b = 1, R0 = 5, P0 = 5; λ(α) = λ0 – сплошная линия,  

k = 0.1 – штриховая, k = 1 – пунктирная, k = 10 – штрих-пунктирная 

Fig. 2. Dependence of (a) Re(Ω) and (b, c) Im(Ω) of the volume mode  

on the Hocking parameter λ0 for various k at b = 1, R0 = 5, P0 = 5;  

λ(α) = λ0 (solid line), k = 0.1 (dashed line), k = 1 (dotted line), k = 10 (dash-dotted line) 
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Частота радиальных колебаний зависит от давления P0 в отличии от других гар-

моник (рис. 3; подробный анализ для однородных пластин см.: [26, 35]). Возможны 

случаи, когда частота монотонно увеличивается с ростом параметра λ0 (см. рис. 3, a). 

Частота Re(Ω00) растет с увеличением давления газа P0 (см. рис. 3, a), т.е. частота 

объемных колебаний может быть равна частоте какой-либо гармоники (см. рис. 3, b). 

Для однородных пластин такое равенство возможно только с гармониками осесим-

метричной моды [26, 35]. При движении линии контакта по неоднородной поверх-

ности пластины возбуждаются азимутальные моды. Это приводит равенству ча-

стоты объемных колебаний частоте одной из таких азимутальных мод (см. рис. 3, b). 

Кривые декрементов затухания не совпадают друг с другом (см. рис. 3, c). В точке 

пересечения, несмотря на равенство частот, радиальные колебания и колебания 

формы остаются различными режимами с разными декрементами затухания. В точке 

пересечения наблюдается локальный экстремум декремента затухания. 
 

 
a                                                  b                                                  c 

Рис. 3. Зависимость Re(Ω) (a, b) и Im(Ω) (c) первых гармоник от λ0 и P0 при b = 1, R0 = 5,  

k = 1, λ0 = 10 (b, c), m – азимутальное число, n – волновое число 

Fig. 3. Dependence of the (a, b) frequency Re(Ω) and (c) damping ratio Im(Ω) of the first few 

harmonics on the Hocking parameter λ0 and gas pressure P0 at b = 1, R0 = 5, k = 1; 

 λ0 = 10 (b, c); m is the azimuthal number and n is the wavenumber 
 

Частоты гармоник собственных колебаний пузырька растут с увеличением зна-

чений b, например, частоты капли с постоянным краевым углом 
( )0 2 3

mn b  при 

1b . Начиная с некоторых значений b основные частоты осесимметричной и ази-

мутальных мод могут обращаться в нуль на некотором интервале значений λ0. Ши-

рина этого интервала растет с увеличением b. Декремент затухания на этом интер-

вале имеет три значения, а границы интервала соответствуют точкам ветвления. 

Таким образом, на этом интервале значений λ0 существует только монотонный  

режим затухания, который связан с большим значением декремента затухания. 

Рассматриваемая неоднородность сдвигает границы интервала зануления частоты 

объемных колебаний. В работе [35] было показано, что для однородных пластин  

с различающимися параметрами Хокинга этот интервал может исчезать. 

 

Вынужденные колебания 

 

Осесимметричные вынужденные колебания возбуждаются в осциллирующем 

поле давления [26, 35]. В [29] было показано, что неоднородная поверхность при-

водит к появлению азимутальных колебаний, спектр которых определяется этой 
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неоднородностью. Данные моды определяются слагаемыми в ряде Фурье и, как 

упоминалось выше, для функции ( ) ( )( )0 sin cosk  =    будут сохраняться 

только четные слагаемые ряда. Решение задачи вынужденных колебаний анало-

гично (7), (8). Комплексные амплитуды приводят к появлению капиллярных волн, 

бегущих по поверхности раздела (боковой поверхности пузырька) [22–23, 38]. Не-

весомый газ в пузырьке не оказывает на эти волны никакого влияния [8]. Наличие 

затухания связано с условием движения на линии контакта и не зависит от вязко-

сти [23, 29, 38].  

Введем обозначения для амплитуд колебаний ( )
1/2

maxs z=
 =  , ( )0 0

max
z=

 =   

и значения краевого угла γs. Наиболее заметны резонансные пики на частотах осе-

симметричной моды (рис. 4, a, 5, a): первый пик соответствует объемным колеба-

ниям, второй – первой четной гармонике колебаний формы осесимметричной 

моды и т.д. Остальные пики соответствуют частотам азимутальных мод, возбуж-

дение которых следует отнести за счет неоднородности поверхности. Они осо-

бенно ярко проявляются при достаточно большой подвижности контактной линии 

(см. рис. 4, a, 5, a). С дальнейшим увеличением параметра Хокинга λ0 и, следова-

тельно, уменьшением взаимодействия линии контакта с подложкой дополнитель-

ные резонансные пики становятся менее заметными (рис. 5). Аналогично и для ма-

лых λ0, которые соответствуют малоподвижной линии контакта: неоднородность 

в этом случае оказывает слабое влияние и дополнительных резонных пиков нет. 
 

 
 a                                                  b                                                 c 

Рис. 4. Амплитуды ζs (a), ζ0 (b) и γs (c) как функции ω при b = 1, R0 = 5, P0 = 5, λ0 = 1;  

λ(α) = λ0 – сплошная линия, k = 0.1 – штриховая, k = 1 – пунктирная, k = 10 – штрих-пунк-

тирная 

Fig. 4. (a) Amplitude on the solid surface ζs, (b) amplitude in the middle of the layer ζ0, and (c) 

contact angle γs as the functions of frequency ω at b = 1, R0 = 5, P0 = 5, λ0 = 1;  

λ(α) = λ0 (solid line), k = 0.1 (dashed line), k = 1 (dotted line), and k = 10 (dash-dotted line) 
 

Неоднородность поверхности приводит к изменению эффективного параметра 

Хокинга, как было показано в предыдущем разделе. Это приводит к сдвигу резо-

нансных частот (рис. 4, b) аналогично изменению параметра Хокинга (см. рис. 5). 

Отметим, что даже при относительно больших значениях λ0 = 10 (т.е. линия кон-

такта слабо взаимодействует с поверхностью подложки), краевой угол меняется 

(см. рис. 5, c). Амплитуда колебаний боковой поверхности в середине слоя макси-

мальна при малых и больших значениях эффективного параметра λ, т.е. когда дис-

сипация энергии мала. 
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 a                                                  b                                                 c 

Рис. 5. Амплитуды ζs (a), ζ0 (b) и γs (c) как функции ω при b = 1, R0 = 5, P0 = 5, k = 1;  

λ0 = 0.1 – сплошная линия, λ0 = 1 – штриховая, λ0 = 10 – пунктирная 

Fig. 5. (a) Amplitude ζs, (b) amplitude ζ0, and (c) contact angle γs as the functions of frequency ω 

at b = 1, R0 = 5, P0 = 5, k = 1; λ0 = 0.1 (solid line), λ0 = 1 (dashed line), and λ0 = 10 (dotted line) 

 

Заключение 
 

Волновое число неоднородности k изменяет эффективное взаимодействие кон-

тактной линии с поверхностью пластины, т.е. параметр Хокинга. Затухание сво-

бодных колебаний происходит из-за диссипации энергии, которая определяется 

эффективным параметром Хокинга. Обнуление частоты объемных колебаний су-

ществует для данной неоднородности в отличие от двух различающихся однород-

ных пластин.  

Установлено, что неоднородность поверхности пластины приводит к возбуж-

дению азимутальных мод при пульсациях давления. Это справедливо для любых 

функций неоднородности Λ(α). Пульсации давления возбуждают только объемные 

колебания пузырька. Движение контактной линии приводит к возбуждению чет-

ных гармоник колебаний формы пузырька. Влияние неоднородности мало при  

малых значениях параметра Хокинга: линия контакта малоподвижна и свойства 

поверхности слабо влияют на ее движение. В случае больших значений этого па-

раметра движущаяся контактная линия слабо взаимодействует с подложкой и не-

однородность поверхности также не влияет. Если сила взаимодействия движу-

щейся линии контакта с подложкой достаточно велика (при конечных значениях 

параметра смачивания), то неоднородность поверхности существенно влияет на 

движение контактной линии.  

Полученные результаты можно использовать, например, для измерения инте-

грального параметра взаимодействия как параметра Хокинга примерно таким же 

образом [30–33] и при определении неоднородности поверхности. 

Предложена теоретическая модель для описания движения линии контакта по 

неоднородности поверхности пластины. Исследовалось применение этой модели 

для изучения колебаний зажатого газового пузырька в однородном пульсационном 

поле давления. Показано, что из-за неоднородности в спектре вынужденных коле-

баний появляются азимутальные моды.  
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