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Аннотация. Рассмотрен коробчатый брус, который изгибается под действием силы, 

приложенной к его концу. Центр тяжести поперечного сечения не совпадает с точ-

кой приложения изгибающей силы. Предполагается, что деформация в брусе упру-

гопластическая, и боковая поверхность его свободна от напряжений. Построено точ-

ное решение с помощью законов сохранения, описывающее напряженное состояние 

этой конструкции. Напряженное состояние вычисляется в каждой точке рассмотрен-

ной фигуры с помощью интегралов по внешним контурам поперечного сечения и 

контурам сечений волокон. 
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Abstract. For the deployment of antennas on spacecraft, long hollow box-shaped beams 

are used in space technology. These beams are fabricated from composite materials. Solar 

radiation induces stresses in the beams, which significantly affect the performance of the 

devices mounted on the deployed structure.  
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This study examines a box-shaped beam subjected to bending by a force applied at its free 

end. The center of gravity of the cross-section does not coincide with the point of the bending 

force application. The analysis assumes elastoplastic deformations and a lateral surface 

free of stresses. An exact solution is derived using conservation laws that provide a detailed 

description of the stress state in the structure. The stress state is calculated at each point of 

the considered domain through integrals along the external boundaries of the cross-section 

and along the contours of the fiber sections. 

Keywords: elastic-plastic bending, box-shaped composite beam, exact solution, conser-

vation laws 
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Введение 

 

Проблема компактного размещения и развертывания крупногабаритных транс-

формируемых конструкций из транспортного положения в рабочее для наземных 

и космических условий ставит задачи поиска концепций, способных разрешить ос-

новное противоречие: минимальная масса, максимальные компактность и необходи-

мые габариты в рабочем состоянии. Перспективный способ развертывания круп-

ногабаритных трансформируемых конструкций базируется на упругой энергии, 

запасаемой в процессе компактного размещения. Перспективными составными ча-

стями таких конструкций являются гибкие, упругие стержни из армированных ком-

позиционных материалов. Проблема изгиба и кручения армированного композит-

ного бруса во многом определяет потенциальные возможности конструкции в целом. 

Ситуация, когда масса изделия должна быть минимальной, а надежность развер-

тывания максимальной, требует детального изучения механики процесса с полным 

пониманием ограничений, накладываемых на конструкцию, и, как следствие, огра-

ничений на технологию изготовления составных частей таких конструкций. 

В настоящее время большое внимание уделяется всестороннему исследованию 

композитных материалов. Так, в [1] разработана многослойная броня: алюмооксид-

ная керамика – тканый материал, армированный эпоксидной смолой и алюминие-

вым сплавом. В [2] исследованы колебания композитной балки из функционально-

градиентного в двух направлениях материала, армированного углеродными нано-

трубками. В работе [3] определена и сопоставлена эффективность различных схем 

облицовки пластины композитными покрытиями. В [4] исследована устойчивость 

подкрепленного отсека фюзеляжа самолета, выполненного из композиционного 

материала, при чистом изгибе и нагружении внутренним давлением. В [5] прове-

дены исследования стойкости формируемого композитного материала при высо-

коскоростном соударении. В [6] приводится математическая постановка задачи  

о вынужденных установившихся и собственных колебаниях рассматриваемых 

смарт-систем, а также результаты численных расчетов, из которых следует, что 

графеновые композиты могут быть использованы для дополнительного демпфи-

рования колебаний смарт-структур на основе пьезоэлементов. В работе [7] на ос-

нове метода конечных элементов разработан вычислительный алгоритм для реше-

ния ограниченного класса задач об изгибе композитных пластин, армированных 
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системами однонаправленных высокопрочных волокон. Разработана модель дина-

мического деформирования и разрушения композитных материалов, в которой 

учитывается нелинейность диаграмм ударного нагружения с упрочнением, завися-

щего от скорости деформирования [8]. В работе В.Э. Богачева и соавт. [9] рассмот-

рена задача нахождения предела упругого деформирования предельно тонкого ад-

гезионного слоя при нормальном разрыве. Показано, что при плоской деформации 

напряжение отрыва значительно превышает аналогичное напряжение плоского 

напряженного состояния. 

Авторы статьи [10] представили результаты моделирования основных этапов 

технологического процесса производства крупногабаритной оболочки методом 

непрерывной намотки. Они сформулировали систему граничных и начальных 

условий для конечно-элементного анализа.  

В [11] представлены результаты экспериментальных исследований эффектив-

ности противоударной стойкости керамических и композитных образцов в диапа-

зоне высоких скоростей удара. 

В обзоре [12] описан существующий задел для разработки композитов с метал-

лической матрицей. В [13] описаны подходы к расчету максимального усилия при 

продавливании стеклопластиковых труб для микротоннелирования, определены 

упруго-прочностные характеристики труб на элементарных образцах труб и сборках 

из двух образцов труб, соединенных между собой стальной муфтой. В [14] рассмот-

рено упругопластическое деформирование тонкого адгезионного слоя упругими 

консолями, соответствующее нагружению нормального разрыва. Ю.Н. Работнов 

предложил модель композитного материала с упруго-пластическим связующим и 

упругими волокнами [15. С. 722]. При этом между волокнами и матрицей при 

нагружении действует постоянное касательное напряжение. На основе этой модели 

в предлагаемой статье рассмотрено напряженное состояние коробчатого бруса, из-

готовленного из композиционных материалов. Задача решена с помощью законов 

сохранения, что уже применяется для решения и других задач механики [16]. 

 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим упруго-пластическое состояние бруса коробчатого сечения, арми-

рованного упругими волокнами, который находится под действием поперечной 

силы (рис. 1). С помощью построенных законов сохранения вычислим напряжен-

ное состояние в каждой точке этой конструкции. 

 
 

Рис. 1. Изгибаемый брус 

Fig. 1. Bent beam 
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В матрице S выполняются уравнение равновесия и уравнение, которое является 

следствием соотношений Бельтрами–Митчелла 
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S – поперечное сечение, Iij – моменты инерции сечения, Si – статические моменты,

1 2 33, ,xz yz =   =    – компоненты тензора напряжений, ν – коэффициент Пуассона 

матрицы, x0, y0 – координаты центра тяжести сечения. Пусть брус нагружен в конце-

вом сечении силами, равномерно распределенными с равнодействующей P = (P, 0, 0),, 

которая действует в направлении оси x, центр тяжести поперечного сечения бруса 

не совпадает с началом координат. Постоянная K характеризует крутку вокруг 

продольной оси бруса; вычисление этой постоянной можно найти в [17. С. 455]. 

Матрица имеет предел текучести ks. 

Волокна расположены в произвольном порядке параллельно оси бруса. Каждое 

волокно имеет круглое сечение, центр волокна располагается в точке с координа-

тами (xi, yi), радиус волокна равен R, упругие постоянные ν1, G1. Пределы текучести 

волокон превосходят предел текучести матрицы k1 > k > 0. Касательное напряже-

ние между волокном и матрицей равно τ < k. 

Замечание. Второе уравнение (1) без труда получается как следствие первого 

уравнения (1) и соотношений Бельтрами–Митчелла  

1 2

1 2,
(1 ) 1

P P 
 =  =

+  + 
, 

Δ – оператор Лапласа. 

 

Граничные условия 

 

Внутренняя и внешние боковые поверхности бруса предполагаются свобод-

ными от напряжений и находящимися в пластическом состоянии, поэтому на них 

выполняются условие  

 
1 2 0n m +  =  (2) 
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и условие пластичности 

 2 2 2 2 2

1 2 33

1
,

3
sk k +  = = −   (3) 

ks – предел текучести матрицы, n, m – компоненты вектора внешней нормали к 
боковой поверхности.  

В результате из (2), (3) получаем следующие граничные условия: 

 1 2, .mk nk = −  =  (4) 

На границе между волокном и матрицей выполняются условия 
2 2 2, ,xz i yz i xz yzm n k −  =   +  =  

где ni, mi – компоненты вектора нормали к боковой поверхности i-го волокна, ко-
торые запишем в виде: 

 2 2 2 2

1 2, .i i i im n k n m k =  −   =  −   (5) 

 

Законы сохранения уравнений (1) 
 

Сохраняющийся ток закона сохранения ищем в виде: 

 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2, ,А B=   +  +  =   +  +   (6) 

где , ,i i i   – функции от x, y. 

Тогда закон сохранения для дифференциальных уравнений (1) запишется в виде: 

 
1 1 2 2 ,x yD A D B F F+ =  +  (7) 

где 
1 2 1 21 2 1 2,x x x x y y y yD D   =  +    +    =  +    +    , 1 2,   – некоторые линей-

ные дифференциальные операторы, одновременно не тождественно равные нулю. 
Замечание. Более общее определение закона сохранения и способы его постро-

ения можно найти в [18, 19]. 
Подставляем (6) в (7), получаем 
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В (8) для краткости введены обозначения  
0 0

1 2[ ( ) ( )],C P x x y y= −  − +  −

  

0 0

1 2[ ( ) ( )] 2 .D P y y x x K=  − − − +  

Из (8) получаем 

 
1 2 2 1 1 1 1 1 1 2 1 1, , 0, 0, .x y x y x y C D =   = −   +   =   −  =   +   =  +  (9) 

Из (9) следует, что система уравнений (1) допускает бесконечную серию зако-
нов сохранения.  

 

Вычисления компонент тензора напряжений в матрице 
 

Пусть 0 0( , )x y S . Рассмотрим решение уравнений (9), которое имеет особен-

ность в этой точке. 

 

1 10 0
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1 0 2 0 0

0
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0 0

2 2 21 0 2 0

0 0

[ ( ) ( )]
ln[( ) ( ) ), 0.

2

y y x x
x x y y

 − +  −
+ − + −  =  

Опишем вокруг точки 0 0 1( , )x y S  окружность радиуса 2 2 2

0 0: ( ) ( )x x y y − + − = 

, сделаем разрез, как это изображено на рис. 2. 

 

Рис. 2. Поперечное сечение бруса. Направление обхода 
Fig. 2. A cross-section of the beam with indicated directions 

 

По формуле Грина из (7) получаем 
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где ε – окружность: 2 2 2

0 0( ) ( )x x y y− + − =  .  

Рассмотрим решение (10), полагая 0 0сos , sinx x y y− =   − =   , тогда из (11) 

с учетом (9) при 0 →  получаем 
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Рассмотрим другое решение уравнений (9): 
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Почти дословно повторяя предыдущие рассуждения с решением (13), получаем 
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

 (14) 

 

Заключение 

 

В работе построены законы сохранения для уравнений, описывающих напряжен-

ное состояние упругого-пластического бруса коробчатого сечения, армированного 

упругими волокнами, под действием поперечной силы для каждого фиксирован-

ного сечения z. Законы сохранения позволили вычислить напряженное состояние 

в каждой точке бруса по формулам (13) и (14) с помощью интегралов по внешним 

границам бруса и волокон.  
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