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Аннотация. Проведено численное моделирование течения неньютоновской жидко-

сти в смесительном аппарате лопастного типа. В основе численного решения задачи 

лежат метод контрольного объема и корректирующая процедура SIMPLE. Проде-

монстрирована кинематика потока в аппаратах с одно-, двух- и четырехлопастной 

мешалкой. Дополнительно решена задача о перераспределении ансамбля маркерных 

частиц с течением времени. Количественно смешение исследовалось с помощью 

числа мощности и оригинальной характеристики неоднородности. Выполнены па-

раметрические исследования зависимости рассматриваемого течения от основных 

безразмерных параметров задачи.  
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Abstract. A numerical simulation of the non-Newtonian fluid flow in a paddle-type mixer 

is performed in a two-dimensional approximation. The rheological behavior of the medium 

is described using the Shvedov-Bingham model. The numerical solution is based on the 

finite volume method and the SIMPLE correction procedure implemented on an orthogo-

nal grid. The singularity of the rheological law associated with the infinite viscosity in the 

regions with zero strain rates is eliminated using Papanastasiou regularization. The flow 

kinematics in mixers with one, two, and four blades is demonstrated, characterized by the 

formation of unyielded regions and stagnant zones near the mixer boundaries and the  

vessel walls. In addition, the problem of marker-particle redistribution over time is solved, 

allowing for a qualitative assessment of the mixing dynamics. The characteristic mixing 

modes of the markers are determined. The mixing process is quantitatively analyzed using 

the power number and a unique heterogeneity characteristics. Parametric studies of the 

flow are performed with respect to the main dimensionless parameters of the problem. 

Keywords: mixing, Shvedov-Bingham model, non-Newtonian fluids, mixing quality  

analysis 
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Введение 

 

Смесительные аппараты играют большую роль в различных технологических 

процессах в химической, пищевой, строительной и других индустриях [1] на этапах 

смешения исходных компонентов и диспергирования твердых частиц и газовых 

пузырьков, при этом жидкие среды часто демонстрируют сложное реологическое 

поведение. Вязкопластичные жидкости характеризуются формированием в потоке 

квазитвердых ядер или застойных зон в областях малых скоростей деформации [2], 

которые существенно влияют на качество и скорость процесса смешения. 

В литературе существует достаточно большое число экспериментальных ис-

следований течений вязкопластичных жидкостей в аппаратах с мешалками, напри-

мер [3–5]. Однако такой подход зачастую является дорогостоящим и сложным  

в реализации и не позволяет получать полную информацию о распределении изу-

чаемых характеристик по объему. Теоретические методы исследования с использо-

ванием аппарата вычислительной гидродинамики, наоборот, дают эту информацию, 

но при этом требуют экспериментальной верификации. Характерной особенностью 

большинства численных методов является регуляризация реологического закона 

[6, 7], связанная с преодолением особенности бесконечных значений вязкости  

в квазитвердых ядрах. Численное моделирование процесса течения жидкости в сме-

сителях якорного типа выполнено в работах [8–10] с использованием коммерче-

ских пакетов, а процесс смешения оценивается с использованием числа мощности. 

https://rscf.ru/project/22-79-10028/
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Исследования процесса перемешивания неньютоновской среды с пределом текуче-

сти и высокой вязкостью с использованием якорных мешалок представлены в [10, 11]. 

Цель настоящей работы – численное моделирование двумерного течения вяз-

копластичной жидкости в смесительном аппарате лопастного типа и исследование 

кинематики потока, распределения областей квазитвердого движения и застойных 

зон, а также анализ структуры течения посредством решения задачи о перераспре-

делении ансамбля маркерных частиц со временем. 

 

Постановка задачи 

 

Движение высоковязких сред в смесительных аппаратах можно разложить на 

три составляющие: радиальную, тангенциальную и осевую, количественное соот-

ношение которых зависит от геометрических, реологических и технологических 

параметров. При низких значениях числа Рейнольдса в исследуемой области пре-

валируют радиальная и тангенциальная составляющие [12, 13], что оправдывает 

допущение о двумерной постановке. Рассматривается плоское течение Бингамов-

ской жидкости в смесительном аппарате, имеющем форму круга радиуса R (м), на 

оси которого расположена вращающаяся с постоянной угловой скоростью ω (с–1) 

одно-, двух- или четырехлопастная мешалка (рис. 1).  
 

 

   
a b c 

Рис. 1. Область течения и расчетная сетка: однолопастной (a), двухлопастной (b),  

четырехлопастной (c) смеситель 

Fig. 1. Flow area and calculation grid: single-bladed (a), two-bladed (b), four-bladed (c) mixer 
 

Математическая постановка задачи включает уравнения движения и неразрыв-

ности, записанные в безразмерном виде, с использованием следующих масштабов: 

длины R, времени ω–1, скорости ωR, давления ρω2R, вязкости µ0. Здесь µ0 (Па с) – 

параметр реологической модели, ρ (кг/м3) – плотность жидкости. Для упрощения 

реализации численной методики выполняется переход в систему отсчета, связан-

ную с мешалкой, который обеспечивает неподвижность границ области решения. 

В итоге система уравнений записывается в виде: 
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Здесь V – вектор скорости, p – гидродинамическое давление, t – время, I – единич-

ный тензор, E – тензор скоростей деформаций, ω0 – безразмерный вектор угловой 

ε

r
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скорости, Re = ρωR2/µ0 – число Рейнольдса. Последние два слагаемых в уравнении 

движения связаны с неинерциальностью используемой системы отсчета. 

Система замыкается реологическим уравнением Шведова–Бингама, согласно 

которому безразмерная эффективная вязкость μ определяется формулой 

 

2

2

Bn
,

I

I

+
 =  (2)

 
где I2 – второй инвариант тензора скоростей деформации, Bn = τ0/µ0ω – число  

Бингама, τ0 (Па) – предел текучести. В качестве граничных условий на твердых 

стенках используются условия прилипания. При реализации численной методики 

уравнения (1) проектируются на оси полярной системы координат (r, ε), представ-

ленные на рис. 1, b. 

Процесс смешения анализируется с помощью ансамбля маркерных частиц двух 

сортов (отмечены красным и зеленым цветом на рис. 1, a), которые в начальный 

момент времени располагаются в выделенной области ( / 2 / 2     ) случайным 

образом. Число частиц в ансамбле бралось равным 5 000. Уравнения движения 

маркеров записаны с учетом предположения, что их скорость совпадает со скоро-

стью жидкости, и частицы не оказывают на течение никакого влияния и не взаи-

модействуют друг с другом: 

 

( ) ( ), , , ,
p p

p p p p p

dr d
V r r U r

dt dt


=  =   (3)

 
где rp, εp – полярные координаты маркерной частицы, V, U – радиальная и танген-

циальная составляющие вектора скорости. В начальный момент времени скорости 

как для красных, так и для зеленных частиц задавались равными скорости жидко-

сти в данной точке пространства. Данное предположение адекватно описывает 

процесс диспергирования твердых частиц субмиллиметровых размеров с неболь-

шими значениями объемной концентрации [14]. 

Используемые в работе значения безразмерных критериев Re и Bn соответ-

ствуют случаям ламинарных течений полимерных жидкостей в промышленных и 

лабораторных смесительных аппаратах с умеренными скоростями вращения ме-

шалки.  

Решение задачи заключается в отыскании установившихся полей скорости и 

давления, а также построении областей квазитвердого движения, в которых уро-

вень напряжений не превышает предела текучести. Оценка качества смешения вы-

полняется по картине перераспределения маркеров по всей области течения. 

 

Метод решения 

 

Поставленная задача решается численно. Область решения дискретизируется  

с помощью ортогональной разнесенной сетки с неравномерным шагом по радиусу 

и равномерным шагом по углу для сохранения пропорциональных размеров кон-

трольного объема по мере роста радиальной координаты (см. рис. 1). В данной ра-

боте используется сетка, состоящая из 12 500 контрольных объемов. Дифференци-

альные уравнения (1) дискретизируются с помощью метода контрольного объема. 

Уравнение неразрывности удовлетворяется с использованием корректирующей про-

цедуры SIMPLE [15]. Для определения стационарных полей скорости и давления 

применяется метод установления. С целью устранения сингулярных значений 
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эффективной вязкости в областях малой интенсивности используется регуляриза-

ция, заключающаяся в введении в реологическое уравнение малого параметра . 

Данная методика позволяет организовать сквозной счет без явного выделения гра-

ницы квазитвердого движения. В настоящей работе используется следующая ре-

гуляризация [7]: 

( )( )2

2

Bn
1 1 exp / ,I

I
 = + − − 

 
Интегрирование уравнений (3) выполнялось с использованием схемы Рунге–

Кутты второго порядка точности. 

Проверка апроксимационной сходимости разработанной программы расчета 

производилась на последовательности сеток для тестовой задачи о течении в сме-

сительном аппарате без лопастей с внутренним радиусом r0 (коаксиальный зазор).  

Дополнительно сформулирована задача об одномерном течении в коаксиаль-

ном зазоре: 

 ( )

2

2

0

1
0,

( ) 0, 1 1,

d dU U
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dr dr rr

U r U
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которая имеет следующее аналитическое решение: 
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Здесь r1 – координата границы квазитвердого ядра, примыкающего к внешней стенке, 

значение которой находится из решения следующего нелинейного уравнения: 

 

2

1 1

0 0

Bn Bn
Bn ln 1 0

2 2

r r

r r

 
−  − − = 

 
. (6)

 
В качестве характеристики оценки сходимости использовалось значение рас-

хода через поперечное сечение (табл. 1). Порядок сходимости можно оценить по 

формуле 

 

40 20

2

80 40

log 1.572
Q Q

Q Q

 −
=  − 

.

  
Здесь Q20, Q40 и Q80 – расход, полученный на сетке с 20, 40 и 80 контрольными 

объемами на ширину зазора соответственно. 

Т а б л и ц а  1   

Расход через радиальное сечение в зависимости  

от количества узлов сетки (Bn = 5,  = 0.01) 

N 20 × 78 40 × 156 80 × 313 Одномерная задача 

Q 0.474751 0.473981 0.473722 0.473589 

r1 0.291275 0.296053 0.297578 0.295212 
 

На рис. 2 представлены результаты расчета безлопастной и однолопастной ме-

шалок при различных значениях параметра регуляризации на сетке 80 × 313, за 

контрольный параметр выбрана тангенциальная составляющая скорости U. Видно, 
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что кривые, полученные при  = 0.01 и 0.005, практически совпадают. Последую-

щее уменьшение параметра регуляризации приводит к ухудшению устойчивости 

счета. Все дальнейшие расчеты получены при  = 0.01 на сетках с 80 контрольными 

объемами на ширину зазора. Сравнение численных результатов, полученных с по-

мощью предложенной методики, с данными других авторов представлено в [16]. 
 

  
а b 

Рис. 2. Распределение угловой компоненты вектора скорости: a – для коаксиального  

зазора при Bn = 5; b – для однолопастного смесителя в сечении ε = 45°  

при Bn = 20 и Re = 1 

Fig. 2. Distribution of the angular component of the velocity vector (a) for the coaxial gap 

at Bn = 5, (b) for a single–bladed mixer in section ε = 45 at Bn = 20 and Re = 1 

 

Результаты 
 

Характерным для Бингамовских жидкостей является формирование областей, 

в которых уровень напряжений не превышает предела текучести, и жидкость ведет 

себя как твердое тело. Эти зоны, называемые квазитвердыми ядрами, оказывают 

существенное влияние на структуру потока и качество смешения. Применительно 

к данной задаче геометрия границ ядер существенно зависит от конфигурации сме-

сителя и безразмерных чисел Бингама и Рейнольдса. Количественное условие выде-

ления квазитвердых ядер в безразмерной форме записывается следующим образом: 

 

2 Bn,I   (7)

 и является аналогом условия выделение областей с уровнем напряжения, мень-

шим предела текучести. 

Распределения квазитвердых ядер и полей эффективной вязкости для устано-

вившегося случая течения с ростом Бингама представлены на рис 3. Штриховкой 

выделены области квазитвердого движения. Сплошными линиями показаны ли-

нии тока. Видно, что при малых значениях числа Бингама (Bn = 1) формируются 

одно внутреннее ядро вокруг лопасти и три локальных ядра, два из которых рас-

положены симметрично на внешней стенке и еще одно – на некотором удалении 

над кромкой лопасти. При увеличении числа Бингама происходит симметричный 

рост ядер на внешних стенках, и при Bn = 10 они смыкаются вдоль стенки. При этом 

во всех случаях наблюдается небольшая зона квазитвердого течения над лопастью. 
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Дальнейшее увеличение числа Бингама сопровождается ростом ядер. Область ми-

нимальной вязкости, соответствующая области высокоинтенсивного течения, с ро-

стом числа Бингама локализуется в окрестности верхней кромки лопасти.  
 

    
a b с d 

Рис. 3. Эволюция ядер и поля эффективной вязкости с ростом числа Бингама  

при Re = 1 и Bn = 1, 5, 10, 20 (a–d) 

Fig. 3 Evolution of core and effective viscosity fields with increasing Bingham  

at Re = 1 and (a), (b), (c), (d) – Bn = 1, 5, 10, 20 
 

С ростом числа Рейнольдса нарушается симметрия в расположении ядер наряду 

с уменьшением их размеров (рис. 4). При Re = 100 ядро вокруг внешней стенки 

уже не сплошное, «надлопастное» ядро полностью разрушается.  
 

   
a b c 

Рис. 4. Эволюция ядер и поля эффективной вязкости с ростом числа Рейнольдса  

при Bn = 10 и Re = 10, 40, 100 (a–c) 

Fig. 4. Evolution of core and effective viscosity fields with increasing Reynolds  

at Bn = 10 and (a), (b), (c) – Re = 10, 40, 100 
 

Влияние конфигурации смесителя на структуру потока показано на рис. 5 для 

Bn = 5. Характерным отличием двух- и четырехлопастных смесителей от одноло-

пастого является образование единого ядра над лопастями. При этом для четырех-

лопастного смесителя наблюдается образование сплошного ядра вдоль внешней 

стенки. Отметим, что образование такого же ядра для однолопастного смесителя 

происходит только при Bn = 10. В областях сдвигового течения значения эффек-

тивной вязкости меньше для двух- и четырехлопастных мешалок, что говорит  

о более интенсивном течении по сравнению с однолопастной. Однако так как пе-

ремешивания внутри квазитвердых ядер не происходит, использование четырех-

лопастного смесителя менее эффективно из-за больших ядер.  
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a b 

Рис. 5. Ядра для двухлопастного (a) и четырехлопастного (b) смесителя  

при Bn = 5 и Re = 1 

Fig. 5. Cores for (a) – two-bladed and (b) – four-bladed mixer at Bn = 5 and Re = 1 
 

Параметрические исследования показали, что процесс перемешивания марке-

ров по объему существенно зависит от геометрии ядер. Так, для Bn = 10 в одноло-

пастном смесителе (рис. 6) маркеры, находящиеся во внутреннем ядре, в процессе 

движения практически не перераспределяются по объему, образуется локальная 

неоднородность. Картина распределения маркеров вне области внутреннего ядра 

характеризуется слоистой структурой, масштаб которой уменьшается с течением 

времени. В зоне внешнего ядра маркеры перемещаются, только когда под ними 

проходит лопасть, это происходит благодаря области текучести над лопастью. Как 

следствие, в слое, примыкающем к внешней стенке, формируется структура с вы-

сокой неоднородностью. Таким образом, структуру потока можно условно разде-

лить на три зоны: зона неоднородности в квазитвердом ядре, примыкающая к ло-

пасти; зона неоднородности вдоль твердой стенки, в которой можно добиться  

равномерного распределения маркеров при достаточно высоком числе оборотов; 

зона сдвигового потока, расположенная между двумя предыдущими, с однород-

ным распределением маркеров. Анализ показывает, что в рамках используемых 

конфигураций мешалок перемешивания маркеров различных сортов (красного и 

зеленого) друг с другом не происходит. 
 

      
a b c d e f 

Рис. 6. Эволюция распределения маркерных частиц при Bn = 10, Re = 1  

и (a) – 0, (b) – 1, (c) – 5, (d) – 10, (e) – 40, (f) – 80 оборотах 

Fig. 6. Evolution of the distribution of marker particles in Bn = 10, Re = 1  

and (a) – 0, (b) – 1, (c) – 5, (d) – 10, (e) – 40, (f) - 80 revolutions 
 

Картина распределения маркеров после 80 оборотов мешалки для разных чисел 

Бингама демонстрируется на рис. 7. Так как для Bn = 1 размеры внешнего ядра 

малы, то течение во внешней области носит сдвиговой характер, соответственно, 
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маркеры в этой области формируют слоистую структуру, которая к концу смеше-

ния размывается. При Bn = 5 влияние внешнего ядра уже присутствует, благодаря 

чему к 80 оборотам еще наблюдается небольшая неоднородность в тонком слое на 

внешней стенке. При Bn = 20 из-за большего внешнего ядра слоистая маркерная 

структура вдоль стенки сохраняется после 80 оборотов, и на ее размывание требу-

ется дополнительное время. 

 

   
a b c 

Рис. 7. Эволюция распределения частиц после 80 оборотов для Re = 1  

и (a), (b), (c) – Bn = 1, 5, 20 

Fig. 7. Evolution of the marker particle distribution after 80 revolutions  

for Re = 1 and (a), (b), (c) – Bn = 1, 5, 20 
 

С увеличением числа лопастей изменяется структура потока. Для двух- или  

четырехлопастной мешалки зона примыкающего к ней квазитвердого ядра значи-

тельно увеличивается в размерах, что приводит к формированию больших обла-

стей неоднородности (рис. 8, 9). Картина перераспределения маркеров в пристен-

ном слое аналогична рассмотренному ранее случаю однолопастной мешалки. При 

этом время для достижения однородности распределения маркеров в зоне сдвиго-

вого потока уменьшается с ростом числа лопастей. 

 

   
a b c 

Рис. 8. Эволюция распределения маркерных частиц для двухлопастного смесителя  

при Bn = 10, Re = 1 и (a) – 10, (b) – 40, (c) – 80 оборотах 

Fig. 8. Evolution of the marker particle distribution for a two-blade mixer  

at Bn = 10, Re = 1 and (a) – 10, (b) – 40, (c) – 80 revolutions 
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a b c 

Рис. 9. Эволюция распределения маркерных частиц для четырехлопастного смесителя 

 при Bn = 10, Re = 1 и (a) – 10, (b) – 40, (c) – 80 оборотах 

Fig. 9. Evolution of the marker particle distribution for a four-bladed mixer  

at Bn = 10, Re = 1 and (a) – 10, (b) – 40, (c) – 80 revolutions 
 

Дальнейшие исследования были посвящены количественному анализу смешения. 

В качестве характеристики процесса смешения используется безразмерное число 

мощности [17], которое широко применяют на практике в технических приложениях: 

 ( )
53 32Re2

P

P
N

R


= =


, (8)

 
где P и Ф – размерное и безразмерное значения интеграла от диссипативной функ-

ции по области течения Ω: 
2 2 2

2

2

1 1
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I rdrd
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

          
 =  + + + + −       

          
 . (9)

 
Величина NP в стационарном режиме показывает потери на вязкое трение и ха-

рактеризует энергетические затраты на организацию течения. В табл. 2 приведены 

значения NP в зависимости от числа Бингама и числа Рейнольдса для случая уста-

новившегося течения в однолопастном смесителе. Видно, что наибольшее значе-

ние числа мощности реализуется при высоких числах Бингама. Однако структура 

течения при больших Bn характеризуется формированием больших зон неодно-

родности распределения маркеров, и использование данной характеристики для 

оценки качества неадекватно. 

Т а б л и ц а  2   

Число мощности для различных Bn и Re 

Np Bn = 1 Bn = 5 Bn = 10 Bn = 20 

Re = 1 4 577.2 11 831.9 20 475.8 37 021.9 

Re = 40 116.1 296.8 512.8 926.0 

Re = 100 48.2 120.1 206.3 371.8 
 

На основе процесса распределения маркеров был рассчитан оригинальный па-

раметр неоднородности, который позволяет оценить качество смешения с тече-

нием времени: 

 

1 2

1 2

N N

N N

−
 =

+
 (10) 
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Здесь N1 и N2 – количество маркерных частиц в I и III четвертях области смешения 

в текущий момент времени (см. рис. 6, a), M – количество оборотов, пройденных 

мешалкой. Поведение характеристик ν в зависимости от числа оборотов для одно-

лопастного смесителя при Bn = 1, 10, 20 и Re = 1 проиллюстрировано на рис. 10. 

Во всех случаях наблюдается колебательная составляющая с частотой, соответ-

ствующей частоте вращения мешалки, вызванная движением маркеров, находя-

щихся во внутреннем ядре. Для Bn = 1 амплитуда колебаний слабо меняется с те-

чением времени. C ростом Bn появляется еще одна низкочастотная мода, ампли-

туда которой затухает в процессе смешения. При этом чем больше Bn, тем выше 

частота этой составляющей. Появление этой моды связано с медленным перерас-

пределением маркеров вдоль внешней стенки. 
 

   
a b c 

Рис. 10. Характеристики неоднородности при Re = 1 и Bn = 1, 10, 20 (a–c)  

Fig. 10. Characteristics of heterogeneity at Re = 1 and (a), (b), (c) – Bn = 1, 10, 20 
 

При Re = 100 (рис. 11) низкочастотная мода образуется при больших Бингамах, 

так как увеличение Re препятствует образованию внешнего ядра. При этом ее ча-

стота уменьшается по сравнению с меньшим Рейнольдсом при одинаковых Bn. 
 

   
a b c 

Рис. 11. Характеристики неоднородности при Re = 100 и Bn = 1, 10, 20 (a–c)  

Fig. 11. Characteristics of heterogeneity at Re = 100 and (a), (b), (c) – Bn = 1, 10, 20 
 

Сравнение графиков характеристики неоднородности для разных конфигура-

ций смесителя (рис. 12), показывает низкую эффективность перемешивания для 

смесителя с более чем одной лопастью, это отражается на значительном росте ам-

плитуды за счет увеличившейся внутренней неоднородности. 
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a b c 

Рис. 12. Характеристики неоднородности при Re = 1 и Bn = 5  

для (a), (b), (c) – однолопастного, двухлопастного и четырехлопастного смесителя 

Fig. 12. Characteristics of heterogeneity at Re = 1 and Bn = 5  

for (a), (b), (c) – single-bladed, two-bladed and four-bladed mixer 

 
Заключение 

 

Выполнены параметрические исследования плоских течений Бингамовской 

жидкости для различных конфигураций мешалок, отличающихся количеством ло-

пастей, для чисел Bn и Re, изменяющихся в диапазоне от 1 до 20 и от 1 до 100 

соответственно. Проанализировано изменение геометрии ядер в зависимости от 

конфигурации мешалки и безразмерных чисел. Для иллюстрации и анализа каче-

ства смешения решена задача о движении ансамбля маркерных частиц. Выявлено 

три характерных режима поведения маркерных частиц. Первый режим, реализую-

щийся во внутреннем ядре, соответствует отсутствию движения маркеров относи-

тельно лопасти. Второй осуществляется в зоне между ядрами, для него характерна 

слоистая структура потока маркеров. Наконец, третий реализуется во внешнем 

ядре, где маркеры образуют сильно неоднородную структуру. Количественно 

оценка процесса перемешивания осуществлялась с помощью характеристик неод-

нородности распределения маркерных частиц и интеграла диссипативной функ-

ции. Проведенный сравнительный анализ показал более качественное перемеши-

вание для однолопастных мешалок.  
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