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Аннотация. Показано, что если функция удовлетворяет 2-липшицеву условию,  

то производная второго порядка по направлению является бисублинейной функ-

цией. Рассматривается производная второго порядка в направлении от максимума 

функции. Изучен ряд свойств субдифференциала второго порядка, и получен аналог 

теоремы Хермандера для бисублинейных функций. Получен ряд неравенств для 

квадрата функции расстояния. Показано, что при некоторых условиях квадрат  

функции расстояния удовлетворяет 2-липшицеву условию. 
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Abstract. It is known that the derivative of higher order is an analogue of the first-order 

derivative. Although the second-order subdifferential is a generalization of the second-

order derivative, the second-order subdifferential is not closely related to the first-order 

subdifferential. The article considers modifications of the concept of the second-order sub-

differential. Like the first-order subdifferential, the second-order directional derivative 

plays an essential role in the study of the second-order subdifferential. The paper considers 

the second-order directional derivative which is a generalization of the first-order deriva-

tive in Penot’s direction. It is proved that if a function satisfies the 2-Lipschitz condition 

in a neighborhood of a point, then the second-order directional derivative is a bisublinear 
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continuous symmetric function, i.e. it is a bipositively homogeneous biconvex continuous 

function. Using the tensor product, extensions of a bisublinear function on the space of the 

tensor product are considered. It is shown that the extension of a bisublinear even function 

on the space of the tensor product is a sublinear function. It is proved that if a bisublinear 

even function is continuous, then the sublinear function is also continuous. In this paper, 

it is shown that a bisublinear symmetric continuous function is an upper bound for a sym-

metric continuous bilinear function. In this paper, we study the second-order derivative  

in the direction of the maximum of a finite number of functions. We consider the subdif-

ferential of the of continuous even bisublinear functions. We also consider a class  

of 2-Lipschitz functions in a neighborhood of a point. A number of properties of 2-Lip-

schitz functions are studied. The paper considers the square of the distance function of  

a set and studies when the square of the distance function of a set satisfies the 2-Lipschitz 

condition in a neighborhood of a point. It is shown that in a Hilbert space the square of the 

distance function of a convex closed set satisfies the global 2-Lipschitz condition with  

a coefficient of 6. The paper defines the bitangent bicone and the binormal cone. A number 

of their properties are studied. We consider the second-order subdifferential of the sum  

of a function that satisfies the 2-Lipschitz condition in the neighborhood of a point. 
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1. Введение 

 

Субдифференциал второго порядка изучался различными авторами, однако  

в настоящее время не существует однозначно принятого определения субдиффе-

ренциала. Известно, что определение дифференциала второго порядка аналогично 

дифференциалу первого порядка. Однако в определениях субдифференциала  

второго порядка такие аналогии, как правило, в общем случае отсутствуют. Если 

рассмотреть субдифференциал Кларка, то можно получить различные аналоги 

субдифференциала второго порядка.  

Пусть X – банахово пространство, :f X R→ . Рассмотрим для липшицевых 

функций в окрестности точки 0x  производную по направлению Ф. Кларка (см.: [1, 2]), 

П. Мишеля и Ж.П. Пеноте [3] 

0

0

0
, 0

1
( ; ) lim ( ( ) ( ))

z x
f x x f z x f z

→ 
= +  −


, 

0 0 0
0

1
( ; ) sup lim ( ( ) ( ))P

y X

f x x f x y x f x y


= +  +  − + 


 

при x X , где 
0 ( , )

lim ( ) limsup ( ) inf sup ( )
z x z x z B x

g z g z g z
→ →  

=  , ( , ) { : }B x z X z x =  −   , 

:g X R→ . Положив 

0

00 0 0

0 1 2 2 1 1
, 0

1
( ; , ) lim ( ( ; ) ( ; ))

z x
f x x x f z x x f z x

→ 
= +  −


 

(предположим, что верхний предел конечен), можно рассмотреть субдифферен-

циал второго порядка следующего вида: 
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0 2 00 2

2 0 0 1 2 1 2 1 2( ) { ( ; ) : ( ; , ) ( , ) при ( , ) }f x b B X R f x x x b x x x x X =    , 

где через 2( ; )B X R  обозначаем множество всех непрерывных симметричных би-

линейных функций из 2X  в R, 
2X X X=  .  

Если для некоторого 0   удовлетворяется неравенство 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x x x f x x f x x f x K x x+ + − + − + +   

при 0x x B +   и 1 2,x x B , где  : 1B x X x=   , то функцию :f X R→  

назовем 2-липшицевой с постоянной K в окрестности точки 0x .  

Если функция :f X R→  является 2-липшицевой в окрестности точки 
0x , то 

положим  

0

1 2

[2]

0 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2
,

1 20, 0

1
( ; , ) lim ( ( ) ( ) ( ) ( ))

z x
f x x x f z x x f z x f z x f z

→

   

= +  +  − +  − +  +
 

 

и рассмотрим субдифференциал второго порядка (см.: [4–8])  
2 [2] 2

2 0 0 1 2 1 2 1 2( ) { ( ; ) : ( ; , ) ( , ) при ( , ) }f x b B X R f x x x b x x x x X =    . 

Аналогичные определение субдифференциала второго порядка рассматрива-

ется также в [9–11] (см. также ссылку на литературу в [11] по этой теме).  

Отметим, что похожее определение субдифференциала второго порядка рас-

сматривается в [12], но оно несколько отличается и с ним трудно работать.  

Отметим, что  

0

00 0 0

0 1 2 2 1 1
, 0

1
( ; , ) lim ( ( ; ) ( ; ))

z x t
f x x x f z tx x f z x

t→ 
= + − =  

0 2

1 1
, 0 , 0 , 0

1 1 1
lim [ lim ( ( ) ( )) lim ( ( ) ( ))]

z x t z tx w z
f x f f w x f w

t→  → +  → 
= + −  − + − =

 
 

0

0

2 1 2 1
, 0 , 0 , 0

2 1 2 1
, 0 , 0

1 1 1
lim [ lim ( ( ) ( )) lim ( ( ) ( ))]

1
lim lim [ ( ) ( ) ( ) ( )]

z x t w z w z

z x t w z

f w tx x f w tx f w x f w
t

f w tx x f w tx f w x f w
t

→  →  → 

→  → 

= + +  − + − +  − 
 

 + +  − + − +  + 


 

0

[2]

2 1 2 1 0 1 2
, 0, 0

1
lim [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ; , )

w x t
f w tx x f w tx f w x f w f x x x

t→  
 + +  − + − +  + =


 

при 2

1 2( , ) .x x X  Обозначим 0 0( , ) { : }U x x X x x =  −   . Если функция f и про-

изводная Фреше f   удовлетворяют условию Липшица на множестве 0( , )U x  , то 

0

00

0 1 2 2 1 1
, 0

1
( ; , ) lim ( ( ) ( ) ).

z x
f x x x f z x x f z x

→ 
 = +  −


 

Хотя производные по направлению 00

0 1 2( ; , )f x x x  и [2]

0 1 2( ; , )f x x x  близкие, но 

они в общем случае не совпадают. Производная по направлению [2]

0 1 2( ; , )f x x x  

имеет ряд хороших свойств. При некоторых условиях [2]

1 2 0 1 2( , ) ( ; , )x x f x x x→  – 

бисублинейная функция (см.: [4]). Отметим, что бисублинейная функция является 

частным случаем бивыпуклых функций, бисубдифференцируемость которых изу-

чалась в [7, 8].   
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В [6] рассматривается ряд свойств субдифференциала второго порядка, которому 

дается следующее определение. Положим (предполагая, что правая часть конечна)   

{2}

0 0 0 020

1
( ; ) sup lim ( ( 2 ) 2 ( ) ( )),

z X

f x x f x z x f x z x f x z+



= +  +  − +  +  + + 


 

{2}

0 0 0 02
0

1
( ; ) inf lim ( ( 2 ) 2 ( ) ( ))

z X
f x x f x z x f x z x f x z−

 

= +  +  − +  +  + + 


 

при x X . 

Множество {2} {2}

2 0 0 0 0( ) { ( ) : ( ; ) ( ) ( ; ) при }D f x Q B X f x x Q x f x x x X− +=      

назовем бидифференциалом функции f в точке 
0x , где 

0 ( )B X  – множество всех 

непрерывных квадратичных функций из X в R.  

В работе [7] рассмотрено также другое определение субдифференциала произ-

вольного порядка. В частности, из этой работы следует, что  

1 2
1 2

{2}

0 1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2
0, 0, 1 2

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2

1
( ; , ) sup lim ( ( )

( ) - ( ) ( ))

z z X

f x x x f x z z x x

f x z z x f x z z x f x z z

   

= +  +  +  +  −
 

− +  +  +  +  +  +  + +  + 

 

и 
2 {2} 2

{2} 0 0 1 2 1 2 1 2( ) { ( ; ) : ( ; , ) ( , ) при ( , ) }f x b B X R f x x x b x x x x X =    . 

Если функция RX:f →  является 2-липшицевой в окрестности точки 0x , то 

)x,x;(xf)x,x;(xf 210
[2]

210
{2}   при .X)x,(x 2

21   

Настоящая работа состоит из четырех пунктов. В п. 2 изучен ряд свойств  

2-субдифференциала 
{2} 0( )f x . Исследуется производная второго порядка по направ-

лению функции, представленной в виде поточечного максимума конечного числа 

функций. В п. 3 получен ряд неравенств для квадрата функции расстояния. Опре-

делены бикасательный и бинормальный конусы к множеству в точке. В п. 4 с по-

мощью тензорного произведения получен аналог теоремы Хермандера для четных 

бисублинейных функций и применен к изучению свойств 2-субдифференциала. 

 

2. 2-субдифференциал 

 

Пусть X – банахово пространство. Если функция :f X R→  является 2-липши-

цевой в окрестности точки 0x , то положим 

1 2
1 2

{2}

0 1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2
0, 0, 1 2

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2

1
( ; , ) sup lim ( ( )

( ) ( ) ( )),

z z X

f x x x f x z z x x

f x z z x f x z z x f x z z

   

= +  +  +  +  −
 

− +  +  +  − +  +  +  + +  + 

 

1 2
1 2

{2} 0 1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2
, 0, 0 1 2

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2

1
( ; , ) inf lim ( ( )

( ) ( ) ( ))

z z X
f x x x f x z z x x

f x z z x f x z z x f x z z

    

= +  +  +  +  −
 

− +  +  +  − +  +  +  + +  + 

 

при 2

1 2( , ) .x x X  Из определения непосредственно следует, что  

{2} {2}

0 1 2 0 2 1( ; , ) ( ; , )f x x x f x x x= ,     
{2} 0 1 2 {2} 0 2 1( ; , ) ( ; , )f x x x f x x x= ,  

{2} {2}

0 1 2 0 1 2( ; , ) ( ; , )f x x x f x x x− − = ,     
{2} 0 1 2 {2} 0 1 2( ;- , - ) ( ; , )f x x x f x x x=  

при 2

1 2( , ) ,x x X  т.е. {2}

0 1 2( ; , )f x x x  и 
{2} 0 1 2( ; , )f x x x  – четные и симметричные функции. 
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Отметим, что, положив 
1 1 1 2 2 2,z y x z y x= − = − , где 2

1 2, ,y y X  из определения 

{2}

0 1 2( ; , )f x x x  имеем, что {2} {2}

0 1 2 0 1 2( ; , ) ( ; , )f x x x f x x x= − −  при 2

1 2( , ) .x x X  

Непрерывный билинейный симметричный функционал b, удовлетворяющий 

неравенству {2}

0 1 2 1 2( ; , ) ( , )f x x x b x x  при 2

1 2( , )x x X , назовем 2-субградиентой 

функции f в точке 
0x , а множество 2-субградиент в точке 

0x  назовем 2-субдиффе-

ренциалом функции f в точке 0x  и обозначим через 
{2} 0( )f x (см.: [6]). 

Используя определение 
{2} 0 1 2( ; , )f x x x  и заменив 

1z  через 
1 1z x− , имеем 

1 2
1 2

{2} 0 1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2
0, 0, 1 2

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2

1
( ; , ) sup lim ( ( )

( ) ( ) ( ))

z z X

f x x x f x z z x x

f x z z x f x z z x f x z z

   

− = − +  +  +  +  +
 

+ +  +  +  + +  +  +  − +  +  =

 

1 2
1 2

0 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2 1 1
0, 0, 1 2

{2}

0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2 0 1 2

1
sup lim ( ( ) ( )

( ) ( )) ( ; , ).

z z X

f x z z x x f x z z x

f x z z x f x z z f x x x

   

= +  +  − +  − +  +  − −
 

− +  +  +  + +  +  = −

 

Отсюда следует, что 
{2}

{2} 0 1 2 0 1 2( ; , ) ( ; , )f x x x f x x x= − −  при 2

1 2( , ) .x x X  По-

этому имеем, что  если 
{2} 0( )b f x , то 

{2}

{2} 0 1 2 1 2 0 1 2( ; , ) ( , ) ( ; , )f x x x b x x f x x x   

при 2

1 2( , ) .x x X  

Пусть : { }g X X R R+ → = +  и 2

1 2( , )x x X . Если функции 1 1 2( , ),x g x x→  

2 1 2( , )x g x x→  положительно однородные и 
2 1(0, ) ( ,0) 0g x g x= = , то функцию g 

назовем биположительно однородной. Если функции 
1 1 2( , )x g x x→ , 

2 1 2( , )x g x x→  выпуклые и положительно однородные и 2 1(0, ) ( ,0) 0g x g x= = , то 

функцию g назовем бисублинейной. Ясно, что {2} {2}

0 2 0 1( ;0, ) ( ; ,0) 0f x x f x x= =  и 

{2} 0 2 {2} 0 1( ;0, ) ( ; ,0) 0f x x f x x= = . 

Теорема 1. Если :f X R→  – 2-липшицева функция с постоянной K в окрест-

ности точки 0x , то функция 
 2

0 1 2( ; , )f x x x  бисублинейна, раздельно непрерывна  

и выполняется неравенство  2
0 1 2 1 2( ; , )f x x x K x x  при 

2

1 2( , )x x X .   

Доказательство. По определению {2}

0 1 2( ; , )f x x x  имеем, что 

1 2
1 2

1 2
1 2

{2}

0 1 2 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2 2
0, 0, 1 2

0 1 1 2 2 1 1 2 0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2

0 1 1 2 2 2 1 1 2 2
0, 0, 1 2

1
( ; , ) sup lim ( ( ( ) )

( ( )) ( ) ( ))

1
sup lim ( ( ( )

z z X

z z X

f x y y x f x z z y y x

f x z z y y f x z z x f x z z

f x z y z y x

   

   

+ = +  +  +  + +  −
 

− +  +  +  + − +  +  +  + +  +  

 +  + +  +  + 
 

0 1 1 2 2 2 1 1

)

( ( ) ))f x z y z y

−

− +  + +  +  −

 

1 2
1 2

0 1 1 2 2 2 2 2 0 1 1 2 2 2 0 1 1 2

2 2 2 2 0 1 1 2 2 2 0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2

0 1 1 2 2 2 1 1 2 2 0
0, 0, 1 2

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( )

) ( ( ) ) ( ) ( ))

1
sup lim ( ( ( ) ) (

z z X

f x z y z x f x z y z f x z y

z x f x z y z f x z z x f x z z

f x z y z y x f x
   

− +  + +  +  + +  + +  + +  + +

+ +  − − +  + +  − +  +  +  + +  +  

 +  + +  +  +  − +
 

1 1 2 2 2 1 1

0 1 1 2 2 2 2 2 0 1 1 2 2 2

( ) ))

( ( ) ) ( ( ) ))

z y z y

f x z y z x f x z y z

 + +  +  −

− +  + +  +  + +  + +  +
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1 2
1 2

0 1 1 2 2 2 2 2 0 1 1 2 2 2
0, 0, 1 2

1
sup lim ( ( ( ) ) ( ( ) )

z z X

f x z y z x f x z y z
   

+ +  + +  +  − +  + +  −
 

 

{2} {2}

0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2 0 1 2 0 2 2( ) ( )) ( ; , ) ( ; , )f x z z x f x z z f x y x f x y x− + + + + + + = +  

при 
1 2 2, ,y y x X , т.е. {2}

1 0 1 2( ; , )x f x x x→  субаддитивна.  

Аналогично проверяется, что {2}

2 0 1 2( ; , )x f x x x→  субаддитивна. Легко проверя-

ется, что {2} {2}

0 1 2 0 1 2( ; , ) ( ; , )f x x x f x x x =   при 0   и {2} {2}

0 1 2 0 1 2( ; , ) ( ; , )f x x x f x x x =   

при 0  . Поэтому функция 
 2

0 1 2( ; , )f x x x  бисублинейна. 

По условию получим, что удовлетворяется неравенство 
 2

0 1 2 1 2( ; , )f x x x K x x  

при 
2

1 2( , )x x X .  

Из теоремы 3.2.1 [13. С. 181] также имеем, что функции {2}

1 0 1 2( ; , )x f x x x→ при 

2x X  и {2}

2 0 1 2( ; , )x f x x x→  при 
1x X  непрерывны. Поэтому функция 

 2
0 1 2( ; , )f x x x  

раздельно непрерывна. Теорема доказана. 

Из условия теоремы 1 следует, что функция 
 2

1 2 0 1 2( , ) ( ; , )x x f x x x→  непре-

рывна (см.: [7. C. 21]). 

Лемма 1. Если f  удовлетворяет 2-липшицеву условию с постоянной  K   в 

окрестности точки 0x , то множество )f(x 0{2}   ограничено. 

Доказательство. Если  
{2} 0( )b f x , то {2}

0 1 2 1 2( ; , ) ( , )f x x x b x x− −    

{2}

0 1 2( ; , )f x x x  при 2

1 2( , )x x X . Поэтому 1 2 1 2 1 2( , )K x x b x x K x x−    при 

2

1 2( , )x x X . Отсюда следует, что множество 
{2} 0( )f x  ограничено. Лемма доказана. 

Теорема 2. Пусть J – конечное множество, функции :if X R→  непрерывны  

и удовлетворяют 2-липшицеву условию в окрестности точки 0x  при i J ; 

( ) max ( )i
i J

f x f x


=  при x X . Тогда 
0

{2} {2}

0 1 2 0 1 2
( )

( ; , ) max ( ; , )i
i J x

f x x x f x x x


  при 2

1 2( , )x x X , 

где 0 0 0( ) { : ( ) ( )}iJ x i J f x f x=  = . 

Доказательство. Покажем, что существует 0   такое, что 0( ) ( )J y J x  при 

0y x−   . Случай 
0( )J x J=  тривиален. Пусть 

0( )J x J  и 
0

0 0
\ ( )

( ) max ( ) 0,i
i J J x

a f x f x


= −   

3

a
 =  и 0   такое, что для всякого i J  выполнено 0( ) ( )i if y f x−    при 

0y x−   . Легко можно проверить, что 0( ) ( )f y f x−    при 0y x−   . Если 

( )j J y , то 

0 0

0 0 0 0
\ ( ) \ ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 max ( ) 2 max ( ).j j i i
i J J x i J J x

f x f y f y f x f x a f x
 

 −  = −   −  = + −    

Поэтому 0( )j J x . Возьмем 1 2,z z X  и 1 2,x x X . Пусть 1 20, 0     такие, 

что 1 1 2 2z z +    . Ясно, что 0 1 1 2 2 0( ) ( ).J x z z J x+ +   Аналогично имеем, что 

существует 0   такое, что 0 1 1 2 2( ) ( )J y J x z z + +  при 0 1 1 2 2 .y x z z− − −    

Пусть 0   – достаточно малое число такое, что 1 1 2 2x x  +     . 
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0 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2 1 1( ) ( )f x z z x x f x z z x+ + +  +  − + + +  −  

0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2( ) ( )f x z z x f x z z− + + +  + + + =  

=
0 1 1 2 2

0 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2
( )

max ( ( ) ( ))i i
i J x z z

f x z z x x f x z z
 + +

+  +  +   +   + +  +  −  

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2max ( ) max ( )i i
i J i J

f x z z x f x z z x
 

− +  +  +   − +  +  +     

0 1 1 2 2

0 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2
( )

max ( ( ) ( )i i
i J x z z

f x z z x x f x z z
 + +

 +  +  +   +   + +  +  −  

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2( ) ( ))i if x z z x f x z z x− + + +  − + + +    

0

0 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2
( )

max ( ( ) ( )i i
i J x

f x z z x x f x z z


 +  +  +   +   + +  +  −  

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2( ) ( )).i if x z z x f x z z x− + + +  − + + +   

Поэтому получим, что 

0
1 2 1

2

{2}

0 1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2
0, ( ), 0 , 1 20 0

1
( ; , ) sup inf max sup ( ( )i

i J xz z X

f x x x d f x z z x x
   
  

   = +  +  +   +   −
 

 

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2( ) ( ) ( )).i i if x z z x f x z z x f x z z− + + +  − + + +  + + +  

Из определения супремума следует, что для 0   существуют 
1 2,z z X    та-

кие, что 

0
1

2

0 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2 1 1
0, ( ) 0 , 1 20 0

0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2

1
inf max sup ( ( ) ( )

( ) ( )) .

i i
i J x

i i

f x z z x x f x z z x

f x z z x f x z z d

   

   
  

   

+  +  +   +   − +  +  +   −
 

− +  +  +   + +  +   − 

 

Ясно, что 

1

2

0 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2 1 1
0, 0 , 1 20 0

{2}

0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2 0 1 2

1
inf sup ( ( ) ( )

( ) ( )) ( ; , )

i i

i i i

f x z z x x f x z z x

f x z z x f x z z f x x x

   

  
  

   

+  +  +   +   − +  +  +   −
 

− +  +  +   + +  +    

 

при 0( )i J x . Поэтому для 0   существуют 0, 0i i

      такие, что 

1

2

0 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2 1 1
0 , 1 2
0

{2}

0 1 1 2 2 2 2 0 1 1 2 2 0 1 2

1
sup ( ( ) ( )

( ) ( )) ( ; , )

i

i

i i

i i i

f x z z x x f x z z x

f x z z x f x z z f x x x





   

 

 

   

+  +  +   +   − +  +  +   −
 

− +  +  +   + +  +     + 

 

при )x(Ji 0 . Положив 
0 0( ) ( )

min , mini i
i J x i J x

   

 
 =   =   получим 

0
1

2

0

0 1 1 2 2 1 1 2 2
( )

0 , 1 2
0

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2
{2}

0 1 1 2 2 0 1 2
( )

1
max sup ( ( )

( ) ( )

( )) max ( ; , ) .

i
i J x

i i

i i
i J x

d f x z z x x

f x z z x f x z z x

f x z z f x x x





 


 

 

   

 



−   +  +  +   +   −
 

− +  +  +   − +  +  +   +

+ +  +     + 

 

Так как {2}

0 1 2( ; , )f x x x d   , то отсюда следует, что 

0
1

2

{2}

0 1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2
( )

0 , 1 2
0

1
( ; , ) max sup ( ( )i

i J x
f x x x f x z z x x





 


 

 

   +  +  +   +   −
 
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0

0 1 1 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 2
{2}

0 1 1 2 2 0 1 2
( )

( ) ( )

( )) max ( ; , ) 2 .
i i

i i
i J x

f x z z x f x z z x

f x z z f x x x

   

 



+  +  +   − +  +  +   +

+ +  +  +     + 
 

Отсюда при 0 →  получим 
0

{2} {2}

0 1 2 0 1 2
( )

( ; , ) max ( ; , )i
i J x

f x x x f x x x


     . Поэтому 

0

{2} {2}

0 1 2 0 1 2
( )

( ; , ) max ( ; , )i
i J x

f x x x f x x x


  при 2

1 2( , )x x X . Теорема доказана.  

Следствие 1. Пусть ( ) max ( , )i
i J

f x b x x


= , где 
ib  – симметричный непрерывный 

билинейный функционал, J-конечное множество. Тогда  

0

{2}

0 1 2 1 2
( )

( ; , ) 2 max ( , )i
i J x

f x x x b x x


 , 

где 0 0 0 0( ) { : ( ) ( , )}iJ x i J f x b x x=  = . 

Пусть U X  – открытое множество, и функция f непрерывно дифференциру-

ема в U, т.е. функция f принадлежит 
1( )C U . Скажем, что градиент ( )f x  этой 

функции удовлетворяет условию Липшица на множестве U с константой 0L  , 

если ( ) ( )f x f y L x y −  −  при всех ,x y U . Класс таких функций будем обо-

значать через 
1,1( )C U . 

Лемма 2. Если функция f принадлежит 
1,1( )C U  и ( ) ( )f x f y L x y −  −  при 

всех ,x y U , где 0L  , то для каждой точки 
0x U  существует 0   такое, что 

( ) ( ) ( ) ( )f z x y f z x f z y f z L x y+ + − + − + +   

при ,x y B , 0z x B +  . 

Доказательство. Пусть 0   такое, что 
0 3x B U+   . Тогда имеем 

1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) )f z x y f z x f z y f z f z x ty y f z ty y dt + + − + − + + = + + − +   

1 1

0 0
1

0

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ))f z x ty y f z ty y dt f z x ty f z ty y dt

L x y dt L x y

    + + − +  + + − + 

 =

 



 

при ,x y B , 0z x B +  . Лемма доказана. 

Отметим, что если функция f принадлежит 1( )C U  и  

( ) ( ) ( ) ( )f z x y f z x f z y f z L x y+ + − + − + +   

при , , ,z z x z y z x y U+ + + +  , то легко проверяется, что ( ) ( )f x f y L x y −  −  

при всех ,x y U . 

Множество всех дважды непрерывно дифференцируемых функций из 0( , )U x   

в R обозначим через 2

0( ( , ))C U x  . Если 2

0( ( , ))f C U x  , то аналогично лемме 2 

проверяется, что {2}

0 1 2 0 1 2( ; , ) ( )( , )f x x x f x x x=  при 2

1 2( , )x x X . 

Если функция :f X R→  достигает локального минимума в пространстве X  

в точке 0x , то 
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{2}

0 0 0 02
0

1
( ; , ) limsup ( ( ) 2 ( ) ( )) 0f x x x f x x f x f x x



 +  − + − 


 

при x X . 

Отметим, что аналогично в [7] и [8] можно рассмотреть геометрические ас-

пекты 2-субдифференциала. 

 

3. Бикасательные и бинормальные конусы 
 

Пусть X – банахово пространство и C X . Положим ( ) inf{ : }.Cd y y z z C= −   

Для простоты положим ( ) ( )Cd y d y=  и 
2

2 ( ) ( )d y d y= . 

Лемма 3. Если C – непустое замкнутое выпуклое подмножество гильбертова 

пространства H, то при любых , ,z x y H  выполняется соотношение 

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 6d z x y d z x d z y d z x y+ + − + − + +  , 

т.е. С – непустое замкнутое выпуклое подмножество гильбертова пространства H, 

то 2 ( )y d y→  удовлетворяет глобальному 2-липшицеву условию с постоянной 6. 

Доказательство. Пусть ,x y H  и y x . По теореме 2.1.2 [14. С. 48] суще-

ствуют 1 2,c c C  такие, что  

1( )d z x z x c+ = + −  и 2( )d z y z y c+ = + − . 

По предложению 2.2.4 [14. C. 50] получим, что 2 1c c y x−  − .  

Так как 
2 2

,x y x y x y− = + − , то  

2 2 2

2 2 2 2 1 1 2

2

2 1 2 1 2

1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

, 2 2 2 ,2 2 ,2 2 2

2 2 2 ( 2 2 ) ( 2 2 ) 6 .

d z x y d z x d z y d z z x y c z x c z y c

z c y z x y c y z y c y x c c

y x c c y x c c y x y x y x

+ + − + − + +  + + − − + − − + − +

+ − = + + − − + − = − + 

 − +  + −  + − 

 

Пусть y x  и 1 2, C    такие, что 1( )d z x y z x y+ + = + + −   и 2( ) .d z z= −   

Из предложения 2.2.4 [14. C. 50] следует, что 2 1 y x −   + . Поэтому  

2 2 2

2 2 2 2 1 1 2

2

2 1 2 1 2

1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

, 2 2 2 ,2 2 ,2 2 2

2 2 2 ( 2 2 ) ( 2 2 ) 6 .

d z x y d z x d z y d z z x y z x z y

z y z x y y z y y x

y x y x y x y x y x

+ + − + − + +  + + −  − + −  − + −  +

+ −  = + + −  − + −  = −  +  

 − −  +   − +  −   − + +  −

 

Тогда получим, что 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 6d z x y d z x d z y d z x y+ + − + − + +   при , .x y H  

Лемма доказана. 

Лемма 4. Если C – непустое замкнутое выпуклое подмножество гильбертова 

пространства H, то       

2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 ( ) 2 3 ( )

d z x y d z x d z y d z w d z d z w

x x y w y w y w x

+ + − + − + − + + + +  + + 

 −  + −  + + − + − + 
 

при , , , ,z x y w H  . 

Доказательство. Если , , , ,z x y w H  , то существуют 1 2 3, ,c c c C  такие, что  

1( )d z w z w c+ + = + + − , 2( )d z x z x c+ = + − , 3( )d z y z y c+ = + − . 
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Поэтому 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d z x y d z x d z y d z w d z d z w

z x y c z x c z y c z w c z c z w c

+ + − + − + − + + + +  + + 

 + + − − + − − + − − + + − + + − + + − 
 

1 2 3

1 1 2

3 1 2 1 3

, 2 2 ,2 2 , 2 2

, 2 2 , 2 2 ,2 2

,2 2 , 2 2 , 2 2

x y w z x y w c x z x c w y z y w c

x z x y w c y w z x y w c x z x c

w y z y w c x y w c c y w x c c

 + − − + + + + − + − + + − + − + + − =

= −  + + + + − + − + + + + − + − + + − +

+ − + + − = −  + − + + − + − + 

 

2 1 3 1( 2 ) ( 2 )

( 2 ) ( 2 )

x y w c c y w x c c

x y w w x y w x w y

 − + + − + − +  + − 

 − + + + − + − +  + + − 
 

2 2

( 3 2 ) ( 3 2 )

2 3 ( ) 2 3 ( ).

x y w x y w x w y

x x y w y w y w x

 −  + + − + − +  + − 

 −  + −  + + − + − + 
 

Если , , , ,z x y w H  , то существуют 1 2 3, ,e e e C  такие, что ( )d z x y+ + =

1z x y e= + + − , 2( )d z z e+  = + − , 3( )d z w z w e+ = + − . Поэтому 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d z x y d z x d z y d z w d z d z w+ + − + − + − + + + +  + +   

2 2 2 2 2

1 2 3 1 2

2

3 1 2

3 1

1 2 3

1 2

, 2 2 , 2 2

,2 2 , 2 2

,2 2 ,2 2 , 2 2

, 2 2 ,

z x y e z x e z y e z w e z e

z w e x y w z x y w e x z x e

w y z y w e x z x y w e

y w z x y w e x z x e w y z y w e

x y w e e y w x

 + + − − + − − + − − + + − + + − +

+ + −  + − − + + + + − + − + + − +

+ − + + − = −  + + + + − +

+ − + + + + − + + − + + − + − + + − =

= −  + − + + − 1 32 2e e+ − + 

 

2 1 3 1

2 2

( 2 ) ( 2 )

( 2 ) ( 2 )

(3 2 ) (3 2 )

2 3 ( ) 2 3 ( ).

x y w e e y w x e e

x y w x y y w x x y w

x y w x y w x y w

x x y w y w y w x

 − −  + + − − − +  + − 

 − −  + + + −  − − +  + + − 

 − −  + + −  − − +  + − 

 − −  − −  + − − − − + 

 

Поэтому получим справедливость леммы. Лемма доказана. 

Из теоремы 2.1.2 [14. C. 48] и из предложения 2.2.4 [14. C. 50] следует, что если 

C – непустое полное выпуклое подмножество предгильбертова пространства H,  

то леммы 3 и 4 также верны.  

Лемма 5. Если C – непустое подмножество банахова пространства X, то  

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 4d z x y d z x d z y d z x y+ + − + − + +   

при ,x y X  и z C . 

Доказательство. Если ,x y X , y x  и z C , то ( ) 0d z =  и  

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ))( ( ) ( ))

( ( ) ( ))( ( ) ( ))

d z x y d z x d z y d z

d z x y d z x d z y d z

d z x y d z x d z x y d z x

d z d z y d z d z y

+ + − + − + + =

= + + − + − + + 

 + + − + + + + + +

+ − + + + 

 

2 2
( ) (2 ) 4 .y x y x y y x y y x y + + +  + +   

Получим, что 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 4d z x y d z x d z y d z x y+ + − + − + +   при ,x y X  и z C . 

Лемма доказана. 



 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Садыгов М.А. О модификации понятия субдифференциала второго порядка

Положим
Qc(Хо) = {(x2) g XXX: d2{2}(x0;x1?x2) < 0},

Qc (x0) = {b g B (X2; R):b(x, х2) < 0 при (x, X ) g Qc (xo ))•
Множество Q (x0) назовем бикасательным конусом, а множество &с (х0) - 

бинормальным конусом к C в точке х0.
Лемма 6. Если d(2(х) удовлетворяет 2-липшицеву условию в окрестности 

точки х0, то |J Х5{2}d2 (х0) о Qc (х0).
Х>0

Доказательство. Пусть b g UX5{2}d2 (х0). Тогда существует Х > 0 такое, что
Х>0

b g Хд{2d (х0). Поэтому — = b g S{2}d2 (х0) и d{2} (х0; х, х2) > b (х, х2) при (х, х2) g X х X. 
Х

Так как из (х, х2) g Q (х0) следует, что d{2} (х0; х, х2) < 0, то b (х, х2) < 0 при 
(х, х2) g Q (х0). Тогда имеем, что b(х, х2) = Х— (х, X) < 0 при (х, X) g Q (X). 
Отсюда следует, что b g Qc (х0), т.е. |J Хд{2}d2 (х0) о Qc (х0). Лемма доказана.

Х>0

В доказательстве леммы 6 условие, что d2(х) удовлетворяет 2-липшицеву 
условию в окрестности точки х0, не используется. Если d|(х) удовлетворяет 
2-липшицеву условию в окрестности точки х0, то д{2}d2 (х0) непусто.

Отметим, что множество K о XхX называется биконусом (см.: [8]), если для 
любого (х, y) g K множества K = {z: (z, y) g K} и Kx = {u : (х, u) g K} выпуклые 
конусы.

Лемма 7. Если d2(х) удовлетворяет 2-липшицеву условию в окрестности 
точки х0, то Q (х0) является биконусом.

Доказательство. Пусть (х, y) g Q (х0). Покажем, что K = {z g X: (z, y) g Q (х0)} 
является конусом.

Если х g K и X > 0 , то имеем, что d{2} (х0; Хх, y) = Xd{2} (х0; х, у) < 0 , т.е. Хх g K. 

Если х, X g K, то имеем, что d{2} (х0; х + X, у) < d{2} (X; X, у) + d{2} (X; X, У) < 0 . 
Отсюда следует, что х + X g K . Получим, что K является конусом. Аналогично 
проверяется, что Kx = {u g X: (х, u) g Q (х0)} является конусом. Лемма доказана.

4. Ряд свойств симметричных четных бисублинейных функций

Пусть X - действительное линейное пространство. Обозначим через XOX 
пространство формальных линейных комбинаций (с действительными коэффици­
ентами) элементов X х X . Употребляя запись хОу вместо 1(х, у) для элементов 
естественного базиса в XOX, рассмотрим множество M о XOX элементов лю­
бого из следующих видов:

(х + X )Оу _ XОу _ XОу; хО(y + у2) - хОу - хОу; ХхОру - ХрхОу; хОу - уОх, 
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взятых по всем x, x2, x, у, у2, у е X, к, ц е R. Введем обозначения X 0 X для фак- 
торпространства X©X/ LinM (см.: [8, 15]). Если x,у е X, то класс эквивалентно­
сти, содержащий x©y , обозначим x 0 у , т.е. обозначим через x 0 у класс смеж­
ности x©y + Lin M.

Пусть q : X х X R+oo и q - биположительно однородная функция. Если функ­
ция p : X R+oo выпукла, положительно однородна и p(0) = 0 , то функцию p 
назовем сублинейной.

Если v = X 0 X, то положим

q(v) = inf{£ q (xl, у1): v = £xl 0 yl, (xl, у1) е X х X, n е N},
i=1 i=1

q (x 0 у) = inf £ q (xl, у1) : x 0 у = £ xl 0 у1, (xl, у1) е X х X, n е N

Лемма 8. Если q : X х X R - симметричная четная бисублинейная функция, 

то q(x 0 у) = q(x, у) при (x, у) е X х X, и q : X 0 X R - сублинейная функция.
_n _

Доказательство. Так как X 0 X = X©X / Lin M , то x 0 у = £ xl 0 у1 тогда и
l=i

только тогда, когда
n

£x1 ©у1 е x©y + Lln{(x + x2)©у - x©у - x2©у, x©(у + у2) - x©;r1 - x©y2, 
l=i

kx©^ - ku.x©\\ x©y - y©x : x, x2 е X; у, у2 е X; к, ц е R}.
Поэтому

n n n m

q(x 0 у) = inf{q( x у) + £ q(xj + x\, у1) + £ q(-xj, у') + £ q(- x\, у') + £ q( zJ, у{ + у27) + 
l=1 l=1 l=1 l=1

m m k k d

+£ q( zJ,(- у{)) + £ q( zJ,(-у>)) + £ q (k sus, ц V) + £ q(-ks ц sus, Vs) + £ q(u ’, V ’) +
J=1 J=1 s=1 s=1 T = 1

d

+£ q(-VT, UT): x' , x2, zJ, us, UT; у1, у(, у2, vs, Vт е X; ks, цs е R; n, m, k, d е N о {0}}. 
T=1

Так как q - бисублинейная функция, то

£ q(x; + x2, у') + £ q(-x'1, у') + £ q(-x'2, у') > 0,
l=1 l=1 l =1

m m m

£ q( z1, у I+ у2)+£ q(z1, (- у/))+£ q(z1,(-у2)) > 0
l=1 J=1 J=1

при x, x', x2, zj; у, у1, у, у]2 е X. Так как q - бисублинейная четная функция, то
k k

£ q(ksus, ^vs) + £ q(-ksцsus, vs) > 0 при us,vs е X . Так как q - симметричная
s=1 s=1

d d

бисублинейная четная функция, то £ q(uт, Vт) + £ q(-Vт, uт) > 0 при uт, Vте X .
Т=1 Т=1

Тогда получим, что q(x 0 у) = q(x, у) при (x, у) е X х X .

16



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Садыгов М.А. О модификации понятия субдифференциала второго порядка

Ясно, что

q(Vj + v2) = inf{Z q (ul, vl) : vt + v2 = Z ul 0 v1, (ul, vl) g X x X, n g N} <
i=1 i=1

k k

< inf{Z q (x‘, y'): Vi = Z x[ 0 y[, (x1, y[) g X x X, k g N} +
i=1 i=1

+inf{Z q(X2, У2): v2 = Z x2 0 у2»(X, y) g x x X, m g n} = q(v1) + q(v2)
i=1 i=1

при v, v2 g X 0 X . Так как q - бисублинейная четная функция, то

q(Xv) = inf{Zq(Xxl,yl): Xv = ZXxl 0 У, (xl,У) g X x X, k g N} =
i=1 i=1

= X inf{Z q (x1 , У) : v = Z x1 0 yl, (x1 , У) g X x X, k g N} = Xq (v)
i=1 i=1

при X > 0 . Поэтому q : X 0 X R - сублинейная функция. Лемма доказана.
Теорема 3. Пусть X - линейное пространство, q : X x X R - бисублинейная 

четная симметричная функция, X - векторное подпространство в X, задана били­
нейная симметричная функция b из X x X в R, и b (x, У) < q(x, У) Для всех 
(x, y) g X x X • Тогда существует билинейная симметричная функция b(x, y), 
определенная на X x X и такая, что b(y, y) = b , y) для (x1, y1) g X1 x X1 и 
b(x, y) < q(x, y) при (x, y) g X x X •

Доказательство. Ясно, что X1 0 X1 = Lin{x 0 y g X 0 X : (x, y) g X1 x X1} - 

линейное подпространство в X 0 X . Если v g X 0 X , v g X 0 X и v = v, то 
имеем, что v g v + Lin M . Тогда аналогично лемме 8 проверяется, что

n n n n

q (v)=inf{Z q(x‘,y)+Z q( x1+ x2,y)+Z q(- x;,y)+Z q(- *2,y)+ 
t=1 i=1 i=1 i=1

m m m k

+Z q(z> y1+ y2)+Z q(z ’(-y))+Z q( z ’(-y))+Z q(X sus> нs v)+ 
j=1 j=1 j =1 s =1

k d d

+Z q(-Xs н sus, vs)+Z q(uT, vT) + Z q(-vT, uT): xt, x\, x2, zj, us, uT;
s=1 T=1 T=1

yf, yl, y{, yj, vs, vT g X; Xs, ps g R; n, m, k, d g N u {0}, v = Z xt 0 yt),
t=1

(xt,y) g X1 xX1, n g N} = inf{£q(xl,y1): v = £xl 0y1), (xl,y1) g X1 xX1, n g N} = q(v).
7=1 7=1

Так как b (x, X) < q(x, X) для всех (x, y) g X x X , то отсюда следует, что 

Z b (xl, y1) <Z q(xl, у ) при v = Z x1 0 y1 , где (xl, y1) g X x X, n g N. Обозна- 
i=1 i=1 i=1

n n

чив u(v) = Z bo(x, yl) при v =Z x 0 У , имеем, что u(v) < q (v) при v g X 0 X •
i=1 i=1

Ясно, что u(x 0 y) = b (x, y) < q(x, y) при (x, y) g X x X . По теореме Хана-Бана­
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ха (см.: [16. С. 156]) существует линейная функция u , определенная на X0X 
такая, что u(v) = u(v) при ve X 0 X и u(v) < q(v) при ve X 0 X . Ясно, что 

b(x, у) = u(x 0 у) < q(x 0 у) = q(x, у) для любого (x, у) e X х X, b(x, у) = u(x 0 у) 
- билинейная симметричная функция в X х X , и b(x, у) = b0 (x, у ) при 
(x, у) е X х X . Теорема доказана.

Если X - банахово пространство и v е X 0 X, то положим

||v||^ = inf{£ ||x'|| ||у'|| : v = £ xl 0 у' , (x' , у1) e X х X, n e N} .
l=1 '=1

Очевидно, что ||-|| - норма в X0X (см.: [15]). Она называется проективной нор­

мой в X 0 X .
Отметим, что если X 0 X наделено проективной топологией, то 

(X 0 X)* = B(X2, R).
Если q : X 0 X R - полунепрерывная снизу сублинейная функция, то из

предложения 4.1.1 [13. C. 203] имеем, что q(v) = sup{ b(v): b e dq}, где
dq = { b e B (X2, R): q (v) > b(v) при ve X 0 X}.

Так как при условии леммы 8 q(x 0 у) = q(x, у) при (x, у) е X х X, то имеем, что 
q(x, у) = sup{b(x, у): b е 52q}, где

52q = {b е B(X2, R) : q(x, у) > b(x, у) при (x, у) е X х X}.
Лемма 9. Если X - банахово пространство, q : X х X R - симметричная 

четная бисублинейная непрерывная функция, то q : X 0 X R - непрерывная 
функция.

Доказательство. Легко проверяется, что выпуклая оболочка B = co{B 0 B), 

где B = {x е X : ||x|| < 1}, является единичным шаром в X 0 X . По условию q - 
бисублинейная непрерывная функция, поэтому по лемме 2.8 [7. C. 21] существует 
М >0 такое, что |^(х,^)| <7И||х||||^|| при (х,у) еХхХ. Тогда имеем, что 

q(x, у) < M для любого (x, у) е B х B . Если v е co(B 0 B), то существуют 
k k

x,у е B и к > 0 , £Х. = 1 при ' = 1,...,k такие, что v = £k(x 0у), где k е N.
'=1 i=1

Тогда из равенства q(x 0 у) = q(x, у) < M и сублинейности функции q имеем, 
k

что q (v) <£k q (x 0 у) < M , т.е. q(v) < M при ve co( B 0 B) . Так как q (0) = 0,
'=1

то по теореме 3.2.1 [13. C. 181] получим, что q - непрерывная функция. Лемма 
доказана.

Если X - банахово пространство, f: X R , то положим
d2f(x0) = {b е B(X2,R) : f {2}(x0;x,у) > b(x,у) при x,у е X},

18
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где через 2( ; )B X R  обозначено множество всех непрерывных билинейных функ-

ций из 2X  в R. 

Следствие 2. Если X – банахово пространство, :f X R→  – 2-липшицевая 

функция в окрестности точки 0x , то  

{2}

0 2 0 2 0( ; , ) sup{ ( , ) : ( )} sup{ ( , ) : ( )}f x x y b x y b f x b x y b f x=  =  . 

Доказательство. Если f – 2-липшицевая функция в окрестности точки 0x  с по-

стоянной L, то 
{2}

0( ; , )f x x y  – бисублинейная симметрическая четная функция,  

и {2}

0( ; , )f x x y L x y  при ( , )x y X X  . Положив {2}

0( , ) ( ; , )q x y f x x y= ,  

аналогично лемме 9 имеем, что :q X X R →  – непрерывная функция. Тогда 

справедливость следствия 2 следует из предложения 4.1.1 [13. C. 203] и леммы 8. 

Следствие доказано. 

Если 
1 :f X R→  и 

2 :f X R→  удовлетворяют 2-липшицеву условию с посто-

янной K в окрестности точки 0x , то непосредственно проверяется, что 

{2} {2} {2}

1 2 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )f f x x x f x x x f x x x+  +  

при 1 2, .x x X  Поэтому 
{2} {2} {2}

{2} 1 2 0 {2} 1 0 2 0( ) ( ) ( ( ; ) ( ; )),f f x f x f x +    +   где 

{2} {2}

{2} 1 0 2 0

2 {2} {2}

1 0 1 2 2 0 1 2 1 2 1 2

( ( ; ) ( ; ))

{ ( , ) : ( ; , ) ( ; , ) ( , ) при , }.

f x f x

b B X R f x x x f x x x b x x x x X

  +  =

=  +  
 

Если 2( , )A B X R , то S-оболочкой множества A назовем множество 

2

1 2 1 2 1 2{ ( , ) : sup{ (x ,x ): } ( , ) при , X}.SA b B X R b b A b x x x x=      

Используя S-оболочку множества, имеем, что  
{2}

{2} 1 2 0 {2} 1 0 {2} 2 0( ) ( ) ( ( ) ( )).f f x S f x f x +   +   

Множество 
{2}

{2} 0 0 {2} 0 0( ) { ( ) : ( ; , ) ( ) ( ; , ) при }d f x Q B X f x x x Q x f x x x x X=      

назовем также бидифференциалом функции f в точке 0x . 

Отметим, что аналогично можно изучить свойства бидифференциала 

{2} 0( )d f x . 
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