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Аннотация. Исследуется конечномерная модель балочного маятника с произволь-

ным числом степеней свободы, которая используется для моделирования движения 

троса в составе погрузочного крана. На основе аналитических расчетов построены 

графики зависимости частот колебаний балочного маятника от числа звеньев троса 

и показана сходимость к частотам колебаний распределенной модели. С помощью 

прикладных пакетов построены модели крана, на основе которых проведена про-

верка сходимости траекторий троса при росте числа элементов. 
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Abstract. This paper investigates a finite-dimensional model of a beam pendulum with an 

arbitrary number of degrees of freedom, which is used to simulate the motion of a loading 

crane wire rope. The model represents a system of rods connected by cylindrical joints and 

elastic torsions. Based on analytical calculations, dependency diagrams are plotted showing 

how the oscillation frequencies of the beam pendulum depend on the number of wire rope 

segments, and their convergence to the oscillation frequencies of the distributed model  

is demonstrated. It was found that the three lowest oscillation frequencies of the finite-

dimensional model converge to those of the distributed model with the number of segments 

equal to 10–20. A set of crane models is developed using the application software packages. 

These computer models are employed to verify the convergence of the wire rope trajecto-

ries with an increasing number of segments. Considering the two operating modes of the 

crane—with platform oscillation and with wire rope extension during large-amplitude load 

swinging—it was shown that 20 segments are sufficient for accurate wire rope modeling. 

Keywords: beam pendulum, chain pendulum, oscillations, natural frequencies, finite- 

dimensional model, rod model, loading crane 
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Введение 

 

Вопросам динамики балочных и цепных систем, имеющих бесконечное число 

степеней свободы, посвящено множество научных и инженерных работ [1–4], что 

неудивительно, поскольку в жизни регулярно встречаются объекты, имеющие  

в своем конструктиве балки, тросы, канаты, провода или цепи. Зачастую для по-

строения аналитического решения уравнений динамики приходится прибегать к тем 

или иным допущениям, которые в определенных пределах позволяют описывать 

поведение объекта без серьезной потери точности в рамках конкретной задачи. 

Уравнениями цепной линии (ЦЛ) можно описать линии электропередач, веревоч-

ные подвесные мосты, цепные ограждения, бельевые веревки, канатные дороги и 

другие схожие объекты [5], однако классическая модель ЦЛ подразумевает отсут-

ствие изгибной жесткости, т.е. идеальную гибкость. В реальности же канаты, 

тросы, провода имеют конечную ненулевую жесткость на изгиб, которая может  

в некоторых задачах вносить немалый вклад в поведение системы. Аналогично си-

туация обстоит и с другой цепной системой, а именно с цепным маятником (ЦМ), 

и его уравнениями описываются подвешенные за один край канаты, цепи, качели 

и тросы подъемных кранов, которым в большей степени уделено внимание в дан-

ной работе. 

Модификация классических моделей цепей с целью уточнения или, наоборот, 

упрощения – далеко не редкость. В случае ЦЛ для исследования специфического 

воздействия на систему от классической модели могут отойти, изменив форму ЦЛ 

на параболу [6] или дугу окружности [7] для упрощения решения, или же описы-

вать модель уравнениями балки Бернулли–Эйлера [8, 9]. При исследовании дина-

мики ЦМ прибегают к различным постановкам, к примеру, представляя цепь  
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с множеством звеньев в виде гантельной схемы с конечным числом точечных масс, 

соединенных безынерционными стержнями [5, 10], или рассматривая ее как рас-

пределенную однородную систему, что также приближает решение к эксперимен-

тальным данным [11]. 

Балочный маятник (БМ) представляет собой модификацию ЦМ, в которой 

учтена изгибная жесткость. Если рассматривать колебания БМ как обособленного 

объекта, то для него невозможно построить аналитическое решение в элементарных 

функциях при рассмотрении распределенной модели, но при переходе к конечно-

мерной постановке, а именно к стержневой схеме с торсионами, строгое аналити-

ческое решение становится возможным, причем такие модели с сосредоточен-

ными параметрами даже при относительно малом количестве звеньев могут дать 

хорошую точность по отношению к распределенной модели. Другое важное пре-

имущество конечномерных моделей – возможность внедрения таких моделей в бо-

лее сложные системы с применением прикладных пакетов. В настоящей работе 

проводится моделирование троса в составе погрузочного крана с помощью конеч-

номерного БМ, т.е. осуществляется внедрение БМ в качестве компоненты в более 

сложную конструкцию – кран. Для расчетов применяется программный комплекс 

MSC.ADAMS, который хорошо себя зарекомендовал для моделирования кинема-

тики и динамики многотельных систем [12, 13]. Существуют работы, посвященные 

расчетам динамических нагрузок на кран [14, 15], где тросу позволяют переме-

щаться лишь в продольном направлении, запрещая поперечные раскачивания, ко-

торые существенно влияют на исправную работу крана при больших амплитудах. 

Цель данной работы – определение оптимального количества звеньев конечно-

мерной модели БМ для достижения хорошей точности приближения при наимень-

шем числе элементов. Точность в данной задаче требуется для адекватного прогно-

зирования поведения троса крана с грузом или шаром-бабой как в рабочих режимах, 

так и в экстремальных аварийных ситуациях. К примеру, колебания троса крана на 

грузовом корабле во время качки на волнах или тряска в случае землетрясений 

могут создать существенную опасность, поэтому важно на этапе проектирования 

создать хорошую прогностическую модель и попытаться снизить риски, внеся из-

менения в конструктив и / или ограничив подвижность в рабочих режимах. Если 

же говорить о снижении числа элементов для моделирования БМ, то здесь важно 

понимать, что в погоне за точностью можно создать модель с чрезмерными коли-

чеством элементов, которая потребует не только большего времени на создание, 

но и больших вычислительных ресурсов, поэтому целесообразно найти «золотую 

середину». Для поиска оптимального количества звеньев следует провести про-

верки сходимости при росте числа элементов. В качестве проверяемых параметров 

можно рассматривать собственные частоты колебаний БМ и перемещение конца 

троса под действием динамических нагрузок. 

 
Распределенная модель балочного маятника 

 
Для начала обратимся к модели БМ с распределенными параметрами (рис. 1, a), 

тогда уравнение динамики БМ примет вид [16]: 

 ( )
2 4

2 4
,

v v v
F EJ Fg L x

x xt x

    
 = − + −     

 (1) 
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где x – продольная координата, t – время, v – поперечное перемещение сечения 

балки, L – ее длина, F – площадь сечения балки, J – момент инерции сечения  

балки, g – ускорение свободного падения, ρ – плотность материала балки, E – мо-

дуль Юнга материала балки. Разыскивая решение уравнения (1) в виде 

( ) ( ) ( ), sinv x t V x kt= + , подставим это решение в (1), и тогда данное уравнение 

можно преобразовать к виду: 

 ( )
4

2

4
0.

d V d dV
EJ Fg L x k FV

dx dxdx

 
− − −  = 

 
 (2) 

 

 
a                                                 b 

Рис. 1. Модели балочного маятника: (a) распределенная, (b) конечномерная 

Fig. 1. Beam pendulum models: (a) distributed and (b) finite-dimensional 
 

Введем безразмерные величины: продольную координату ξ; параметр δ, опреде-

ляющий соотношение упругих и гравитационных свойств БМ; а также частоту p: 

 
3 4

, , .
x EJ g EJ

k p p
L LFgL FgL

 =  = = =
  

 (3) 

С учетом обезразмеривания (3) уравнение (2) для амплитудной функции ( )V x  

примет вид: 

 2(1 ) 0,IVV V V p V  − − + − =  (4) 

где штрихом обозначается производная по безразмерной координате ξ. Рассматривая 

оба предельных случая параметра δ, можно видеть, что при малых δ уравнение (4) 

переходит в уравнение, отвечающее классическому ЦМ [5], а при больших δ –  

в уравнение классической балки Бернулли–Эйлера [3] без учета силы тяжести, как 

этого и следовало ожидать: 

 ( )
4

2 20 : 1 0; : 0.IVL FL
V k V V k V

g EJ

 → − + = → − =     

Уравнение (4) следует дополнить граничными условиями: 0V = , 0V  =  при 

 =   и 0V  = , 0V  =  при  = . В общем случае уравнение (4) не допускает по-

строения точного аналитического решения, и для его анализа требуется прибегать 

к численным процедурам.  
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Конечномерная модель балочного маятника

Рассмотрим конечномерную модель БМ, основанную на использовании стерж­
невой схемы (рис. 1, b). Физическая конечномерная модель представляет собой 
n одинаковых стержней длиной l = L / n и массой m = pFL / n = pFl каждый, 
соединенных шарнирно друг с другом. Для учета изгибной жесткости в местах 
шарнирного соединения стержней помещаются упругие торсионы с крутильной 
жесткостью 2у. Поэтому при последовательном соединении торсионов в месте 
стыковки соседних стержней будет располагаться торсион с результирующей 
жесткостью у, а в месте расположения неподвижного шарнира останется торсион 
жесткостью 2у, однако ясно, что он не будет играть какой-либо роли, поэтому на 
расчетных схемах его можно не приводить. Крутильная жесткость у должна быть 
равна жесткости на поворот одного участка балки длиной l в рамках рассмотрен­
ной ранее модели с распределенными параметрами, а значит, у = EJ /l [17]. В ка­
честве обобщенных координат удобно принять углы отклонения стержней ф. от 
вертикальной оси. Для того чтобы иметь возможность сравнивать частоты конеч­
номерной модели с частотами исходной распределенной модели, следует связать 
жесткость у с введенным ранее параметром 8. На основе формулы (3) для 8 и вы­
ражения у = EJ /l получаем следующую связь между этими параметрами:

у = n3 bmgl = nbpFgl?. (5)
Потенциальная энергия системы складывается из потенциальной энергии х П 

сил тяжести всех стержней и потенциальной энергии уП всех упругих торсионов. 
Ясно, что потенциальная энергия силы тяжести k-го стержня и потенциальная 
энергия торсиона, соединяющего (k - 1)-й и k-й стержни, соответственно равны 

Г1 k-1 А 1
'п* =-mSlI 2cosФ* + Ecosф> I, ynk-i = 2У(ф-Ф*-1У• (6)

Для определения кинетической энергии стержней необходимо использовать тео­
рему Кёнига, поскольку помимо массы m стержень еще обладает моментом инер­
ции J = ml2 /12 относительно его центра масс. Так, для кинетической энергии 
k-го стержня можно составить следующее выражение:

Г =1 ml2
k 2

1 k-1 k-1 k-1

тф +ф Ecos (ф* -ф> )ф +EEcos (ф< -ф; )ф> Ф3 i=1 i=1 j=1
(7)

Рассматривая малые колебания системы вблизи нижнего положения равновесия, 
для которого все ф. = 0, выполним в (6) аппроксимацию cos ф «1 - ф2 / 2 , а в (7) 

положим cos (ф.-фу)« 1, что гарантирует удержание лишь слагаемых второго 
порядка малости по обобщенным координатам и скоростям в выражениях для по­
тенциальной и кинетической энергий соответственно. Тогда суммарные кинетиче­
ская и потенциальная энергии системы в квадратичной аппроксимации можно 
представить в виде:

Т = 1ф т Аф, П = 1 Фт Сф,

129
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где  
T

1 2, , , n=    , а элементы 
ija  и 

ijc  постоянных симметричных матриц 

инерционных A и квазиупругих C коэффициентов с учетом формул (5)–(7) будут 

равны 

 

( )

2 3

3

2

2, 11 1
: , ,

1, 13 2

, 11
: , max , , .

0, 12

ii ii

ij ij

i n
j i a ml n i c mgl n i n

i i n

n i j
j i a ml n r r i j c mgl

i j

    
= = − + = − + +    

=  =   

−  − = 
 = − + = =   

−   

 (8) 

Ясно, что при 0 =  будем иметь частный случай стержневой схемы для классиче-

ского гибкого ЦМ, когда изгибная жесткость отсутствует. Стоит отметить, что 

формулы (8) справедливы при 2n  . Частотное уравнение будет иметь универ-

сальную форму ( )2det 0k− =C A , где k  – собственная частота колебаний БМ.  

Введем в рассмотрение матрицы 0A  и 0C  с безразмерными элементами и без-

размерную частоту колебаний p, аналогичную частоте в формуле (3): 

 0 02

0

1 1
, , ,

k
p

mgl kml
= = =A A C C  (9) 

где 0 /k g L= , а L nl= , тогда частотное уравнение с учетом (9) будет следую-

щим: 

 ( )2

0 0det 0.n p− =C A  (10) 

Элементы матриц 0A  и 0C  на основе (8) и (9) тогда оказываются равными: 

 

( )

3

0 0

3

0 0

2, 11 1
: , ,

1, 13 2

, 11
: , max , , .

0, 12

ii ii

ij ij

i n
j i a n i c n i n

i i n

n i j
j i a n r r i j c

i j

 
= = − + = − + +   

=  =

−  − =
 = − + = = 

− 

 (11) 

Численно решая уравнение (10) с учетом подстановки значений элементов мат-

риц (11), можно построить графики зависимости безразмерных частот p от числа 

стержней n, из которых состоит модель, при двух значениях безразмерного пара-

метра δ. На рис. 2 приведены графики сходимости для первых трех безразмерных 

частот p конечномерных моделей БМ от n, а пунктиром нанесены частоты распре-

деленной модели БМ, полученные при численном исследовании уравнения (4) для 

заданных значений параметра δ. 

По рис. 2 можно сделать вывод, что первая частота конечномерной модели до-

статочно близка по значениям к распределенной модели даже при совсем малом 

количестве стержней, а вторая и третья частоты сходятся к точному решению при 

количестве стержней в районе 10–20. Кроме того, на рис. 3 построены зависимости 

безразмерных частот конечномерной модели из 10 стержней и распределенной  

модели при различных значениях параметра δ, где видно хорошее соответствие 

между моделями как при малых δ, когда БМ ближе по поведению к ЦМ, так и при 

больших δ, когда он уже ведет себя, как балка. 
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a                    b 

Рис. 2. Зависимость безразмерных частот p от числа стержней n при:  

(a) δ = 0.05 0.05 = , (b) δ = 0.2 

Fig. 2. Dependence of dimensionless frequencies p on the number of rods n  

at δ = (a) 0.05 and (b) 0.2 

 

 

Рис. 3. Зависимость безразмерных частот p от δ при n = 10 

Fig. 3. Dependence of dimensionless frequencies p on δ at n = 10 

 

Подводя итог по сравнению моделей, можно отметить, что с точки зрения ча-

стотного анализа для моделирования БМ с применением конечномерных моделей 

будет достаточно использовать 10–20 стержней без потери точности при колеба-

ниях БМ на низших частотах. Также из рис. 3 видно, как сильно могут начать  

возрастать собственные частоты БМ при росте δ в сравнении с частотами ЦМ  

(значения при δ = 0), начиная со второй, когда растет влияние изгибной жестко-

сти БМ. 
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Конечномерная модель балочного маятника в составе крана 

 

Для создания упрощенной конечномерной многотельной модели крана с по-

грузочным тросом использовался программный комплекс MSC.ADAMS. На рис. 4 

приведена иллюстрация модели системы, состоящей из корпуса крана, платформы 

и троса, который моделируется при помощи конечномерной стержневой схемы 

БМ с грузом на конце. Целью создания моделей была проверка сходимости траек-

торий груза с увеличением числа звеньев, составляющих трос. Рассмотрены вари-

анты с 4, 6, 8, 10, 14 и 20 стержнями. Общая длина БМ модели составляет 20 м при 

массе 50 кг, а масса концевого груза 20 кг. Движение троса возбуждалось за счет 

задания кинематического закона движения платформы и корпуса крана, и инерци-

онные характеристики последних можно считать существенно большими, чем для 

троса. Стоит отметить, что данные входные параметры модели были выбраны про-

извольно для исследования сходимости, и они могут быть отмасштабированы под 

конкретные размеры и задачи. 
 

 

Рис. 4. Конечномерная модель балочного маятника в составе крана 

Fig. 4. Finite-dimensional model of the beam pendulum as a part of the crane  
 

Для соединения звеньев в местах крепления были созданы упругие шарниры, 

которые запрещали трансляционные перемещения для обеспечения нерастяжимо-

сти БМ и имели ограниченные значения жесткости на кручение, чтобы обеспечить 

конкретную изгибную жесткость БМ. Крутильная жесткость γ упругого шарнира 

определялась по формуле (5) под желаемое значение параметра δ, которое для чис-

ленного эксперимента было выбрано равным δ = 0.01, однако проверочные рас-

четы проводились и при других значениях параметра. Также было задано малое 

демпфирование в шарнирах, пропорциональное крутильной жесткости, чтобы из-

бежать дребезжаний системы. 

Для исследования было выбрано два режима. Первый режим имитирует пово-

роты крана в условиях тряски или раскачки платформы (рис. 5). Платформа совер-

шает синусоидальные колебания вдоль продольной оси x с амплитудой 1.5 м и ча-

стотой 5 Гц на протяжении всей симуляции. Корпус крана поворачивается относи-

тельно платформы вокруг вертикальной оси y в промежуток времени симуляции  

с 0.5 до 3 с на 90°, а затем еще на 60° в ту же сторону в промежуток времени с 5  

до 7 с. Общее время симуляции, в ходе которой осуществляется расчет траектории 

концевого груза, составляет 10 с. 
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Рис. 5. Первый расчетный режим модели крана 

Fig. 5. The first calculation mode for a crane model 
 

Второй рассмотренный режим включает в себя развороты и удлинение троса 

для изменения уровня высоты груза (рис. 6). Как было показано на рис. 4, для вто-

рого расчетного случая был добавлен полый цилиндрический желоб, входящий  

в состав корпуса крана и ограничивающий поперечные перемещения той части 

троса, которая располагается внутри желоба, с помощью условия контакта между 

звеньями и стенками желоба. Для имитации удлинения троса верхний конец БМ 

двигался вдоль желоба по наперед заданному закону движения, тем самым увели-

чивалось количество свободных от контакта звеньев, и длина троса относительно 

нижнего края желоба становилась больше. В начальный момент времени свобод-

ная длина троса составляет 10 м, в промежуток с 1 по 3.5 с кран поворачивается  

на 90°, затем с 4 по 6 с происходит опускание верхней точки БМ на 10 м, т.е. про-

исходит удлинение свободной длины троса до 20 м, после чего происходит еще 

один поворот на 45° с 7 по 8 с времени симуляции. Общее время симуляции со-

ставляет 10 с. 
 

 

Рис. 6. Второй расчетный режим модели крана 

Fig. 6. The second calculation mode for a crane model 

 

В результате расчетов моделей с разным количеством звеньев в составе БМ для 

двух режимов были построены графики траекторий концевого груза в проекциях 

на плоскости, которые приведены на рис. 7. 
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a b 

Рис. 7. Траектории движения груза при: (a) первом режиме, (b) втором режиме 

Fig. 7. Trajectories of the cargo motion in the (a) first and (b) second modes 
 

На рис. 7 видно, что траектория груза, когда БМ состоит всего из 4 элементов, 

относительно сильно расходится с другими траекториями, которые по мере увели-

чения количества звеньев в большей степени начинают совпадать друг с другом.  

Для наглядности также построены графики, иллюстрирующие расхождение 

траекторий груза в рассмотренных моделях в сравнении с 20-стержневой моделью. 

Полученные графики зависимости разностей координат от времени отнесены  

к длине БМ, равной 20 м, и умножены на 100% (рис. 8). 
 

 
a                    b 

Рис. 8. Расхождения траекторий при: (a) первом режиме, (b) втором режиме 

Fig. 8. Trajectory discrepancies in the (a) first and (b) second modes 
 

На основе рис. 8 можно заключить, что с ростом числа звеньев также наблюда-

ется сходимость траекторий, как и для частотного анализа, причем расхождение 
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модели с 10 стержнями от модели с 20 стержнями не превышает 4%, а в случае  

14 стержней максимальный процент оказывается и того меньше. Стоит отметить, 

что для второго режима при удлинении троса в промежуток с 4 до 6 с наблюдается 

не только количественное, но и качественное расхождение, вызванное разной дли-

ной звеньев, которые один за другим выходят из желоба в момент, когда трос со-

вершает достаточно большие колебания. Поэтому, несмотря на одинаковую об-

щую скорость удлинения троса, каждое новое свободное звено будет включаться 

в движение с разной скоростью от модели к модели и влиять на движение нижних 

звеньев. 

Таким образом, оптимальным для моделирования троса также можно считать 

количество 20 звеньев, но поскольку рассмотренные режимы работы можно в не-

которой степени назвать аварийными, так как повороты крана и тряска платформы 

были достаточно резки, для более штатных плавных режимов работы будет доста-

точно и 10 элементов, чтобы качественно и количественно прогнозировать движе-

ние троса. 

 

Заключение 

 

Была продемонстрирована сходимость низших частот колебаний конечномер-

ной модели БМ от числа звеньев к частотам колебаний распределенной модели 

БМ. На основе частотного анализа малых колебаний можно сделать вывод, что для 

моделирования колебаний БМ достаточно использовать порядка 10–20 звеньев. 

Для проверки результатов аналитической оценки оптимального числа звеньев, 

которое и обеспечило бы хорошую точность в сравнении с распределенной моде-

лью, и при этом не требовало чрезмерного количества элементов, была создана 

многотельная модель крана с тросом, который представлял собой БМ. В резуль-

тате сравнения траекторий концевого груза троса для моделей с разным количе-

ством стержней была выявлена сходимость при росте числа элементов БМ, а при-

емлемое количество также находится в диапазоне 10–20 звеньев. 
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