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Аннотация. Рассматривается задача оценивания (идентификации) величин дефектов в линейных нестаци-

онарных системах на основе методов оптимального управления. Для решения задачи строится банк наблюда-

телей, каждый из которых чувствителен к одной группе дефектов и нечувствителен к другой. Каждый наблю-

датель дает суммарную оценку величин дефектов той группы, к которой он чувствителен. При выполнении 

определенных условий путем решения системы алгебраических уравнений можно найти оценку величины каж-

дого дефекта. Теоретические положения иллюстрируются практическим примером.  
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мального управления. 
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Abstract. The problem of fault estimation in linear non-stationary systems based on the methods of optimal control 

is studied. To solve the problem, a bank of observers is sensitive to some group of faults and insensitive to others. Each 
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observer provides total estimate of faults to which it is sensitive. The estimate of every fault is a result of the algebraic 

equation solution. The theoretical results are illustrated by practical example. 

Keywords: dynamic systems; reduced-order model; faults; estimation; methods of optimal control. 
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Введение 

 

Настоящая статья логически продолжает работы [1, 2] в которых решалась задача идентификации 

(оценивания) величин дефектов в системах, описываемых линейными стационарными моделями. Попу-

лярным средством решения этой задачи являются наблюдатели, работающие в скользяще режиме [3–9]. 

Использование таких наблюдателей требует наличия высокочастотных переключений, что в реальных 

системах управления достаточно трудно обеспечить. Подход, предложенный в [1, 2] и основанный на 

методах оптимального управления, характерен тем, что он свободен от указанного недостатка. В статье 

этот подход расширен на нестационарные управляемые динамические системы и одновременную 

оценку величин нескольких возможных дефектов. В его основе лежит преобразование исходной си-

стемы к так называемой редуцированной модели минимальной размерности, дополнительно он обла-

дает избирательной нечувствительностью к различным дефектам. На основе редуцированной модели 

строится вспомогательная система, и для нее путем построения специального наблюдателя решается 

задача оптимального управления, что позволяет найти оценки величин дефектов, возникших в системе. 

Полученные оценки могут быть использованы для коррекции возникших дефектов с целью получения 

свойства отказоустойчивости.  

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим нестационарную динамическую систему, описываемую математической моделью 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

p
i iix t F t x t G t u t D d t L t

y t Hx t
== + + + 

=
 (1) 

где ( ) nx t R , ( ) mu t R , ( ) ly t R  – векторы состояния, управления и выхода; nnRtF )(  и ( ) n mG t R   

– матричные функции с известными законами изменения во времени, мы предполагаем, что функция )(tF  

дифференцируема; 1D , …, 1 n
p RD  и nlRH   – постоянные матрицы; функция Rtdi )(  описывает 

i-й дефект: при его отсутствии 0)( =tdi , при появлении )(tdi  представляет собой неизвестную функцию 

времени; матрица iD  указывает, где появился этот дефект; pRt  )(  описывает действующие на систему 

возмущения и также предполагается неизвестной. Для простоты предположим вначале, что 0=L . 

Требуется построить банк (множество) редуцированных моделей, а также вспомогательных си-

стем и наблюдателей, с помощью которых на основе методов теории оптимального управления могут 

быть найдены оценки величин дефектов, возникших в системе. 

 

2. Построение редуцированной модели 

 

Приведем метод построения модели минимальной размерности, нечувствительной к первому 

дефекту. Если kRx * , k n , – вектор состояния этой модели, то предполагается, что когда дефектов 

нет, справедливо равенство  
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 )()()(* txttx = , (2) 

где подлежащая определению функция )(t  предполагается дифференцируемой, а также что функция 

)()( txt  представима через переменные )(* tx  и )(ty , т.е. для всех 0t  справедливо равенство 

 )),(),(()()( * ttytxtxt =  (3) 

для некоторой функции  . Уравнения, описывающие модель, имеют вид: 

 
),()(

),()()),(),(()()()()()()(

***

00******

txHty

tdtDttytxtytJtutGtxFtx

=

++++=
 (4) 

где )(  ),(  , *** tJtGF  и *H  – подлежащие определению матрицы. Слагаемое )()( 00 tdtD  учитывает, что 

модель (4) может иметь чувствительность к некоторым другим дефектам.  

Характерно, что матрица *F  постоянна, чем разрабатываемый подход отличается от [3] и анало-

гичных работ. В этих работах наблюдатели, как и система (1), являются нестационарными, что заметно 

усложняет дальнейшие действия. Таким образом, в нашем подходе получается, что модель для неста-

ционарной линейной системы будет нелинейной стационарной.  

Естественно предполагать, что если дефектов нет, то )()( ** tyRty =  для подлежащей определе-

нию матрицы *R . Как и в [1, 2], доказывается, что выполняются равенства 

 HtJtFtFt )()()()( ** += ,     )(** tHHR = ,     GttG )()(* = . (5) 

Матрицы *F  и *H  по предположению имеют канонический вид: 



















=

0000

0000
00100
00010

*




F ,     )0001(* =H . 

Из принятого вида этих матриц из первого соотношения в (5) получаются следующие уравнения: 

 1 *R H = ,    HtJttFt iii )()()()( *1 += + ,   ki ,2= ,    HtJtFt kk )()()( *= . (6) 

Как и в [1, 2], эти уравнения преобразуются к одному:  

HtJtHFtJtHFtJtHFR k
kkk )(...)()()()()( *

2
2*

1
1** +++= −− , 

которое можно переписать в виде:  

 0)())()(( )(
*1** =tWtJtJR k

k , (7) 

где 



















=
−

H

tHF

tHF

tW
k

k

k


)(

)(

)(
1)( . 

Если 0)( 1 = Dt , т.е. модель нечувствительна к первому дефекту, это можно записать в виде: 

0)())()((
)(

1*1** =tDtJtJR
k

k  [1, 2], где 




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


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


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−
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
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DtHFDtHFHD

tD
k

k

k
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Это условие и уравнение (7) могут быть объединены следующим образом: 

 0))(   )())(()((
)(

1
)(

*1** =tDtWtJtJR
kk

k . (8) 

Чтобы построить модель минимальной размерности, уравнение (8) решается при k, начиная с k = 1, 

что дает строку ))()(( *1** tJtJR k . После этого из (6) определяется матрица )(t  и 
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проверяется, существует ли функция δ, для которой выполняется условие (3). Если существует, то 

определяется матрица )(* tG , что завершает построение модели (4). Если нет, ищется другое решение 

уравнения (8), при этом размерность k, как правило, увеличивается на единицу. Поскольку рассматри-

вается первый дефект, обозначим полученную матрицу )()1( t . 

 

3. Построение банка моделей 

 

Для определения оценок величин одновременно возникающих дефектов выбирается первый по 

порядку, и по изложенной выше методике строится модель (4), нечувствительная к этому дефекту. 

Далее методом, рассматриваемым ниже, строится вспомогательная система и решается задача опти-

мального управления, что дает оценку )(1 tw  переменной )(00 tdD , представляющей собой сумму тех 

дефектов, к которым первый наблюдатель чувствителен.  

Построенный первый наблюдатель чувствителен к дефектам, для которых 0)()1(  jDt ; выби-

раем среди них первый по порядку и аналогично строим второй наблюдатель, нечувствительный  

к этому дефекту, что дает матрицу )()2( t  и оценку )(2 tw . Аналогично выполняются последующие 

шаги; в результате каждого из них строятся матрицы T
21 ))()()(()( twtwtwtw q= ,  




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
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


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
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




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)(

)2(
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t

t

t

t
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

 

и  Dt)( , где )( 21 pDDDD = . Число q – минимальное, такое что nDt =  ))((rank  при всех t. 

Это означает, что уравнение  

 T
2121

T
21 ))()()()()(())()()(()( tdtdtdDDDttwtwtwtw ppq  ==  (9) 

разрешимо относительно всех дефектов из ))()()(( 21 tdtdtd p . Условие nDt   ))((rank  при 

всех q означает, что в ))()()(( 21 tdtdtd p  есть неразличимые дефекты, которые при имеющихся 

измерениях идентифицировать по отдельности невозможно.  

Если на систему действует возмущение )(t , то желательно строить модель, нечувствительную 

к нему, методом, описанным в [1, 2], однако нужно иметь в виду, что наверняка для некоторых дефектов 

нечувствительность к ним и возмущениям обеспечить не удастся, и получаемые оценки будут прибли-

женными.  

 

4. Вспомогательная задача и ее решение 

 

Для получения оценок )(1 tw , …, )(twq  используется методика, детально разработанная в [1, 2], 

поэтому ниже приводятся только основные ее положения на основе модели (4), нечувствительной  

к первому дефекту. Для обеспечения устойчивости модели в нее вводится обратная связь по сигналу 

невязки )()()( ** tytyRtr −=  с коэффициентом усиления K, что дает  

 ),()()),(),(()()()()()()( 00******** tdtDttytxtyKRJtuGtxKHFtx +++++−=  (10) 

)()( *** txHty = . 

Методы выбора коэффициента K в нелинейном случае можно найти в [10].  

Далее строится вспомогательная система 

).()(                                                  

),()),(),(()()()()()()(

*

*****

tzHty

tvttytztyKRJtuGtzKHFtz

z =

+++++−=
 



Кабанов А.А., Жирабок А.Н., Зуев А.В., Проценко А.А. Метод идентификации дефектов 

111 

От модели (10) она отличается новым обозначениям вектора состояния и заменой неизвестной вели-

чины 0 0( ) ( )D t d t  переменной ( )v t , рассматриваемой как вспомогательное управление. От него требу-

ется перевести систему (9) из состояния )0(z  в состояние )(tz  такое, что *( ) ( ) ( ) 0e t z t x t= − → , t →  ,  

и при этом минимизировать функционал 

T T

0

1
( ( ) ( ) ( ) ( )) min

2
y yS e t Qe t v t Pv t dt



= + → , 

где P  – положительно-определенная матрица, 0Q  , *( ) ( ) ( )ye t y t y t= − .  

Для поиска управления используется преобразование Риккати [11] 

( ) ( )λ( ) ( )z t M t t g t= + , 

где )(tM  – невырожденная матрица, )(tg  – некоторая вектор-функция. Преобразование приводит  

к уравнениям для матрицы )(tM  и функции )(tg  

 

T
T T T 1 T

* * * * 0 0 *

δ( , , )
,

z y t
M F M MF MH QH M D P D M F

z

−  
= + + − +  

 
 (11) 

 T T
* * * * * * * *δ( , , ) ,g F g J y G u x y t MH Qy MH QH g= + + + − +  (12) 

где * * *F F KH= − , * *J J KR= + . Окончательно для управления ( )v t  получаем 

 1 T 1
0 1( ) ( )( ( ) ( )) ( ).v t P D M t z t g t w t− −= − − →  (13) 

Аналогичная задача решается для каждой модели, в результате чего строится банк наблюдате-

лей, определяются матрица )(t , оценки )(1 tw , )(2 tw , .., )(twq , и при выполнении условия 

Σrank(Φ( ) )t D n=  решается система алгебраических уравнений (9). 

 

5. Пример 

 

Рассмотрим электропривод манипулятора, описанный уравнениями [12] 

1 2

*

2 2 3 1* *

3 2 3 2

1
( ) ( ),

( )
( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

r

в m

ω ym

m m m

x t x t
i

k v t k
x t x t x t d t

J V t J V t

k kR
x t x t x t u t d t

L L L

=

+
= − + +

+ +

= − − + +

 

Здесь )(1 tx  – угол поворота выходного вала редуктора, )(2 tx  – скорость вращения ротора, )(3 tx  – ток 

якоря; переменная )(* tV  описывает инерционные свойства степени подвижности манипулятора; 

переменная )(* tv  описывает кориолисовы и скоростные силы. Предполагается, что измеряются 

переменные )(1 tx  и )(3 tx . Введем следующие обозначения:  

1

1

ri
 = ,   

*

2 *

( )
( )

( )

вk v t
t

J V t

+
 = −

+
,   3 *

( )
( )

mk
t

J V t
 =

+
,   4

m

k

L


 = − ,   5

m

m

R

L
 = − ,

    
6μ

y

m

k

L
= ,   

6μ
y

m

k

L
= . 

Приведем матрицы, описывающие электропривод:  

1

2 3

4 5

0 0

0 ,

0

F

 
 =  
 

  

   

6

0

0G
 
 =
 
 

,   
1 0 0

0 0 1
H

 
=  

 
.      

Построим модель, нечувствительную к )(1 td . Уравнение (7) имеет решение * 4 1(μ μ )R = − , 

* 1 5(0 μ μ )J = − , 
(1)

4 1Φ (μ 0 μ )= −  и модель 

* 1 5 2 1 6 1 2( ) μ μ ( ) μ μ ( ) μ ( )x t y t u t d t= − − − . 
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Обратная связь по сигналу невязки * * 4 1 1 2 *( ) ( ) μ ( ) μ ( ) ( )r R y t x t y t y t x t= − = − −  с коэффициентом 1K =  

дает следующее уравнение: 

* * 4 1 1 5 1 2 1 6 1 2( ) ( ) μ ( ) (μ μ μ ) ( ) μ μ ( ) μ ( )x t x t y t y t u t d t= − + − + − − . 

Наблюдатель строится на основе уравнений (11), (12) с *δ( , , ) 0x y t = . 

Построим модель, нечувствительную к 2 ( )d t . Уравнение (7) имеет решение * (1 0)R = , 

2
*

1 3

μ ( ) 0

0 μ μ ( )

t
J

t

 
=  

 
,   (2)

2 1

1 0 0
Φ

μ ( ) μ 0t
 

=  − 
 

и модель 

*1 *2 2 1

*2 1 3 2 * 1 1 1

* *1

( ) ( ) μ ( ) ( ),

( ) μ μ ( ) ( ) δ ( ) ( ) μ ( ),

( ) ( ),

x t x t t y t

x t t y t t y t d t

y t x t

= +

= − +

=

 

где  
* * * *

* * 2

( )( ( )) ( )( ( ))
δ ( )

( ( ))

вv t J V t v t k v t
t

J V t

+ − +
=

+
, 

поскольку * *( ) ( )v t V t=  [12]. Обратная связь по сигналу невязки * * 1 *1( ) ( ) ( ) ( )r R y t y t y t x t= − = −  с коэф-

фициентом (2 1)K =  дает  

*1 *1 *2 2 1

*2 1 3 2 1 1 1 *1

* *1

( ) 2 ( ) ( ) ( ( ) 2) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ).

x t x t x t t y t

x t t y t y t t d t y t x t

y t x t

= − + +  +

=   +  +  + −

=

 

Наблюдатель строится на основе уравнений (11), (12). Как видно из уравнений, описывающих модели, 

дефекты могут быть оценены независимо друг от друга.  
 

 

Рис. 1. Результат оценки дефектов наблюдателями 

Fig. 1. The result of the estimation of defects by observers 

 

Для численного моделирования одновременной работы наблюдателей по оценке каждого из дефек-

тов параметры модели электропривода возьмем равными 0,001J =  кгм2; 0,4mR =  Ω; 0,004mL =  Гн; 

0,02mk =  Нм/А; 0,05k =  Вс/ рад; 100ri = ; 10uk = . Параметры нестационарности можно задать  

в виде: 
* 2( ) (1 sin( )) / rV t t i= + , 

* *( ) ( )v t V t= .  
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Параметры Q, P, K наблюдателей выберем в виде: для дефекта 
1( )d t  –

8 210 , 10 , [2 1]Q P K−= = = ; 

для дефекта 
2 ( )d t  – 

1010 , 1, 1Q P K= = = . Дефекты зададим в виде единичных ступенчатых функций  

с временем скачка соответственно 
1 21, 1,5t t= =  с. 

На рис/ 1 показаны результаты моделирования: графики сверху – дефект )(1 td  и его оценка; 

графики снизу – дефект )(2 td  и его оценка. Результат показывает, что синтезированные наблюдатели 

позволяют одновременно и независимо обнаружить и идентифицировать оба дефекта с приемлемой 

точностью. 

 

Заключение 

 

Рассмотрена и решена задача оценивания величин одновременно возникающих дефектов в ли-

нейных нестационарных системах. Для решения использованы методы оптимального управления, для 

чего строится банк наблюдателей с избирательной чувствительностью к различным дефектам. Каждый 

наблюдатель построен так, что дает суммарную оценку величин дефектов той группы, к которой этот 

наблюдатель чувствителен. Путем решения системы алгебраических уравнений определяются оценки 

величин всех дефекта. Теоретические положения проиллюстрированы практическим примером.  
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