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К ГЕОМЕТРИИ n-УПОРЯДОЧЕННЫХ ГРУПП

В статье описаны базисы конечномерного линейного пространства, которые

можно построить из элементов двух непересекающихся базисов. Доказана

соответствующая теорема для n-упорядоченных групп. Построено счётное

множество конечных 4-упорядоченных групп.

1. Теорема о двух базисах

Мы придерживаемся определений n-упорядоченного множества и группы, из-
ложенных в [1, 2] При n = 1 получаем линейно упорядоченные группы [3]. Цик-
лически упорядоченные группы 2-мерно упорядочены [4, 5]. Группа H8 допускает
4-упорядочивание [6].

Теорема 1.1. Пусть A и B – два базиса n-мерного линейного пространства L,
A = (a1, …, an) над R. Тогда можно так упорядочить базис B: B = (an+1,…, a2n), что
для каждого k, 1 ≤ k ≤ n + 1, множество (ak,…, ak+n -1) есть базис L.

Доказательство. Нумерацию элементов базиса B зададим по индукции.
1) Пусть x∈B. Рассмотрим множество (a2,…, an, x).Если это множество линей-

но зависимо, то существуют такие c2,…, cn∈R, что c2a2 + … cnan + cn+1x = 0, где
cn+1≠ 0, так как (a2, …, an) линейно независимы. Следовательно, x равен линейной
комбинации элементов a2, …, an. Итак, для каждого x∈B выполнено одно из двух:

i) x равен линейной комбинации элементов a2, …, an;
ii) множество (a2,…, an, x) линейно независимо, то есть (a2,…, an, x) есть

базис L.
Если бы i) выполнялось для всех x∈B, то множество B было бы линейно зави-

симым. Итак, существует такой x0∈B, что множество (a2,…, an, x0) линейно неза-
висимо. Обозначим an+1 = x0.

2) Пусть an+1,…, an+s∈B и таковы, что все множества (ak,…, ak+n -1), где
1 ≤ k ≤ s + 1, линейно независимы. Опишем выбор элемента an+s+1∈B. По предпо-
ложению индукции, множество (as+1,…, an+s) линейно независимо. Следовательно,
линейно независимо и множество из (n – 1) элемента (as+2,…, an+s).

Аналогично 1) найдётся такой x∈B, что множество (as+2,…, an+s, x) линейно не-
зависимо. Обозначим an+s+1 = x.

Теорема доказана.
Теорема 1.2. Пусть A и B – два базиса n-мерного линейного пространства L без

общих элементов. Тогда существует не менее 2n различных базисов пространства
L, составленных из элементов множества A∪B.

Доказательство. Пусть k ≤ n, где n = |A| + |B|. Из множества A выберем k

произвольных элементов 
1
, ,
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Меняя k от нуля до n, получим всего 0 1
2

n n

n n n
C C C+ + + =…  базисов L.

2. Теоремы о гиперплоскостях в упорядоченной группе

Теорема 2.1. Пусть P есть (n–1)-мерная плоскость в n-упорядоченной группе
G,  a∉P,  A⊂P,  B⊂P,  |A| = |B| = n,  A∩B = ∅.

Если ζ(A, a) ≠ 0, ζ(A, b) ≠ 0, A = (a1, …, an), то найдётся такая нумерация эле-
ментов множества B = (an+1,…, a2n), что для каждого натурального k, 1 ≤ k ≤ n + 1,
выполнено

ζ(ak,…, ak+n -1) ≠ 0.

Доказательство. Так как множество S = A∪B∪{a} является n-упорядоченным
и его мощность равна (2n + 1), то это множество реализуемо в R

n. Пусть f есть
инъекция S в Rn, реализующая порядок ζ как ориентацию η в Rn.

Обозначим вектор f (x) – f (a) через x . Положим

{ }( ) ( ) |A x a x A= ϕ −ϕ ∈ , { }( ) ( ) |B x a x B= ϕ −ϕ ∈ .

Теперь A и B  есть базисы Rn. По теореме 1.1 можно так упорядочить множе-

ство 
1 2

( , )
n n

B a a
+

= … , что при каждом натуральном k, 1 ≤ k ≤ n + 1, множество

1
( , , )

k n k
a a

+ −
…  есть базис Rn, следовательно, ζ(ak,…, ak+n–1) ≠ 0.

Теорема 2.2. Пусть <G,ζ> – n-упорядоченная группа, множество
A = {a1, …, ak+1} – k-грань <G,ζ>. Для того чтобы плоскость PA была подгруппой

группы G, необходимо и достаточно, чтобы , 1, 1i j k∀ ∈ +  (aiaj∈PA).

Необходимость очевидна.

Достаточность. Пусть , 1, 1i j k∀ ∈ +  (aiaj∈PA). Покажем, что PA < G. Рассмот-

рим произвольный элемент x∈PA, тогда

∀C∈Gn–k–1 (ζ(A, C, x) = 0).

Функция порядка ζ согласована с алгебраической структурой группы G, по-
этому

1, 1i k∀ ∈ +  ∀C∈Gn–k–1 (ζ(Aai, Cai, xai) = 0).

Из леммы 5 получаем, что Aai и xA являются k-гранями <G,ζ>. Из леммы 4 вы-
текает, что для всех i справедливо ,

ii Aa
xa P∈  но тогда .

iAa
xA P⊂  По теореме 1

получаем, что .

ixA Aa
P P=  По условию для всех i выполнено Aai⊂PA, следователь-

но, (теорема 1) .

iAa A
P P=  Таким образом, PA = PxA. Пусть теперь y – произвольный

элемент PA, тогда

∀C∈Gn–k–1 (ζ(xA, C, y) = 0).

Умножая слева все аргументы функции ζ на x–1, получим

∀C∈Gn–k–1 (ζ(A, x–1C, x–1y) = 0).

Из леммы 4 получаем, что yx–1∈PA. Таким образом, для любых x и y из PA эле-
мент yx–1 тоже принадлежит PA. Поэтому PA < G. Теорема доказана.
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3. Один класс 4-мерно упорядоченных конечных групп.

В этой работе будем придерживаться определения n-упорядоченных групп,
введенных в [1]. Тоболкиным А.А. доказано, что мультипликативная группа ква-
тернионов H допускает 4-упорядочивание и не допускает n-упорядочивания при
n<4 [2]. Каждый элемент группы H можно представить в виде

h = a + bi + cj + dk,

где a, b, c, d∈R.
Функция 4-порядка ζ задается на H следующим образом. Пусть

h1, h2, h3, h4, h5∈H,   hs = as + bs i + cs j + ds k    для всех 1,5s = .

Тогда полагаем
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Подгруппу H, образованную элементами i, j, обозначим, как обычно, H8.

Введем обозначения 
2

i
n

n
e

π

ε = , Cn = <εn> – подгруппа с образующей εn.

Лемма 3.1:

(1) Если h∈<i>, то hεn = εnh;
(2) Если h∈H8\ <i>, то hεn = εn

–1h.
Доказательство. В случае (1) h и εn принадлежат абелевой мультипликатив-

ной группе комплексных чисел.
Рассмотрим случай (2). Достаточно проверить его только для h = j. Пусть

εn = α + βi, тогда

hεn = j(α + βi) = (α – βi)j= εn
–1h.

Лемма 3.2:

Зададим на H функцию f:

1, если ,
( )

1, если .

h i
f h

h i

∈< >⎧
= ⎨

− ∉< >⎩

Тогда для всех натуральных t выполнено: ( )t f h t

n n
h hε = ε .

Доказательство ведется индукцией по t.
Лемма 3.3:

H8Cn < H.

Доказательство. Пусть x, y∈H8Cn, тогда существуют h1, h2∈H и t1, t2∈Z, та-

кие, что 1
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Следовательно, H8Cn является подгруппой группы H.
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Теорема 3.4. Существует бесконечно много конечных групп, допускающих 4-
упорядочивание.

Доказательство. Группа H8Cn конечна, так как является произведением ко-
нечных групп. Группа H допускает 4-упорядчивание, значит, и каждая ее под-
группа, содержащая невырожденную пятерку элементов, будет допускать 4-
упорядочивание. Порядок, индуцируемый с H на H8Cn, не вырожден для всех
n ≠ 1, 2, 4, так как в H8Cn есть невырожденная пятерка: 1, i, j, k, εn.

Следовательно, при n ≥ 5 4-мерный порядок на H8Cn не вырожден. Заметим,
что при m, n ≥ 5 выполнено

H8Cn = H8Cm ⇔ n = m.

Поэтому множество { H8Cn }n ≥ 5 состоит из счетного числа конечных 4-
упорядоченных групп. Теорема доказана.
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