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К ТЕОРЕМАМ ИСКАЖЕНИЯ
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА КВАЗИКОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ,

КОНФОРМНЫХ ВНЕ КРУГОВОГО КОЛЬЦА

Пусть ( ,1)Q r∑ − класс Q-квазиконформных гомеоморфизмов w = f (z),
Q > 1, комплексной плоскости С, конформных вне кругового кольца

,1 ,, { : },r r RK K z r z R= < <  с нормировкой ( )f ∞ = ∞ , ( ) 1f ′ ∞ = , f(0) = 0.
В настоящей работе, на основе ранее доказанного неравенства площадей,
приводится теорема площадей в терминах коэффициентов типа Грунского.
Из нее, при определенном выборе параметров, получены некоторые теоремы
искажения для ( ) ( ,1)Qf z r∈ ∑ .

Ключевые слова: квазиконформный гомеоморфизм, коэффициенты Грун-
ского, критерий однолистности, теорема площадей.

§ 1. Введение

Пусть ∑  − класс функций 1
0 1( ) ...f −ζ = ζ + λ + λ ζ + , мероморфных и одноли-

стных в области | | 1ζ > .
Хорошо известно [1], что коэффициенты Грунского сm,n функции f (z) опреде-

ляются по формуле
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для любых комплексных nx  при условии, что последний ряд сходится. Грунский
[2] доказал, что приведенное выше неравенство оказывается также и достаточным
для того, чтобы мероморфная локально однолистная функция ( )f ζ  была одноли-
стной в области | | 1ζ > . Критерий однолистности Грунского вместе с его обобще-
ниями [1] остается одним из эффективных инструментов в теории конформных
отображений.

Пусть ( , )Q r R∑  – класс Q-квазиконформных гомеоморфизмов w = f (z), Q >1,

плоскости С, конформных вне кругового кольца , ,r RK  1 ,r R< <  с разложениями
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( ) 1
1

( )
r

n
nU

n
f z f z a z

∞

=
≡ = ∑ , ( ) * 0

0
( )

R

n
nU

n
f z f z z z

∞
−

=
≡ = + λ∑ , (1)



66 В.А. Щепетев

где { }:rU z z r= < , { }* :RU z z R= > . Этот класс тесно связан с рядом классиче-
ских объектов теории однолистных аналитических функций, таких, как известные
классы ,S Σ , классы пар функций М.А. Лаврентьева 0 1( , )M a a  [3, c. 14] и др., а
также их подклассов, состоящих из функций, допускающих квазиконформные
продолжения в С. В настоящей работе устанавливается неравенство типа Грун-
ского в классе ( ,1)Q r∑  и, в качестве следствий, приводятся некоторые результа-
ты о росте и искажении, а также неравенства на коэффициенты разложений вида
(1).

§ 2. Неравенство типа Грунского

Пусть ( ) ( ,1)Qf z r∈∑ , где (1 ) /(1 ),  0 1.Q k k k= + − ≤ < Обозначим через λ

прямолинейный разрез от 0 до ∞ , RU ′  – круг с разрезом вдоль λ , ( ),rf K ′ ∞′  –
внешность образа rU ′  при отображении w = f (z) с разрезом вдоль линии ( )f λ .
Введем специальную функцию
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где .r t z r′ = < <  Далее рассмотрим функцию
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Теорема 1. Пусть ( )f z ∈ ( ,1)Q r∑ , i j
pnω  – коэффициенты Грунского функции
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которое и представляет собой основное неравенство площадей в классе ( ),1Q r∑ .
Здесь
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nd k k r= − − , ( ) ( )1 / 1k Q Q= − + . (9)

В случае знака равенства экстремальная функция ( )F z  неравенства (8) имеет
вид (6), (7) для всех ,1,rz K∉ при этом коэффициенты разложений связаны соот-
ношениями
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Отметим, что функция ( )F z  в кольце ,1rK  имеет представление
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Для доказательства нам потребуется следующая лемма, установленная в рабо-
те [4].

Лемма. Пусть f(z)∈ ( ,1)Q r∑ и Q(w) – произвольная аналитическая в замкну-

той области ( ),1rf K . Пусть отрезок z = t ie θ , r t R′ ≤ ≤ , где 1r r R′ ≤ < < , перехо-
дит при отображении w = f (z) в спрямляемую кривую.

При этом функция ( )( )Q f z  разлагается в кольцах ,r rK ′′  и 1,RK ′  с радиальны-
ми разрезами в ряды вида
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при надлежащем выборе ветви логарифма. Тогда справедливо неравенство
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где , ,n nс d k  имеют вид (9). Знак равенства реализуется в том случае, когда F(z)
имеет разложения (12), если ,1rz K ′∉ , и
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При этом коэффициенты разложений в (12) и (14) связаны соотношениями
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Здесь [ ], 0, 2 ,ie θε = θ∈ π а  cn,  dn, 1,n = ∞ , имеют вид (9).
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Замечание. Отметим, что при 0r →  из неравенства (13) следует теорема
площадей в классе Q∑ , установленная в [5].

Доказательство теоремы 1. Применение леммы к функции Q ( )( ), f zχ  вме-
сте с ее разложениями (6) и (7) в соответствующих областях приводит к неравен-
ству (8) и соотношениям (10) и (11).

Следствие 1. Если ( ) ( ,1)Qf z r∈∑  и имеет в окрестностях 0 и ∞ разложения
вида (1), то

( ) ( ) ( )2 22 22 2 2 2 2 2 1
1 1 1 1 0 1

2
1 / lnn

n n n
n

c r a d c r a k r k c
∞

− −

=
λ + − + λ + + − λ ≤∑ , (16)

где коэффициенты сn, d1, k имеют вид (9).
Доказательство. Действительно, полагая в (8) 0
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Знак равенства, согласно соотношениям (10), (11), возможен в случае, если
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Теорема 2. Если ( ) ( ,1)Qf z r∈∑ , то при заданных комплексных lν  и любых
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Согласно Шуру [3], неравенство (21) эквивалентно неравенству
2

2 200 2 1 1

, 1 1 1
,qn q n q q n n

n q q n
x x k c x c x

∞ ∞ ∞
− −

= = =
ω ≤ ⋅∑ ∑ ∑ (22)

где 1
m n

nx l −
ν νν=

= τ∑ , R ν≤ τ . Поскольку

( )( )0 01 ;m l f′ ′ν ν ν′ν =
Ω ζ τ =∑ 00

, 1 qn q nn q x x∞
=

− ω∑ 1
1 n nn n x x∞ −

=
−∑ ,

то из (2) следует соотношение
( ) ( )00

, 1 ,
ln ,

m

qn q n
n q

f f
x x l l

∞
′ν ν

′ν ν
′′ ν ν= ν ν

ζ − τ
ω =

ζ − τ∑ ∑

которое вместе с (22) и доказывает неравенство искажения (18).
Замечание. Неравенство (22) при m=1 вместе с разложением (19) дает доста-

точное условие однолистности разложениями вида (1). Из него при 0r →  следу-
ют условия однолистности в *U  функции ( ) Qf z ∈ ∑ , полученные в [5].

Теорема 3. Если ( ) ( ),1Qf z r∈ ∑ , то для любых lν  и , , 1,rz t U mν ν ∈ ν = , спра-
ведливо неравенство

( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( )

2

, 1
2 2

2 1 2 1 2

1 1 1 1

0
ln

,

m

m m
n n n n

n n
n n

f t f z f t z
l l

t z f t f z

k c r l t c r l z

′ ′ν ν ν ν
′ν ν

′ ′′ ν ν ν νν ν =

∞ ∞
− − − −

′ ′ν ν ν ν
= ν= = ν=

′−
≤

−

≤ ⋅

∑

∑ ∑ ∑ ∑ (23)

где сn , k имеют вид (9).
Доказательство. Пусть , 1,rt U m′ν ∈ ν = , и рассмотрим в области ( ),rf K ′ ∞′

функцию

( ) ( )( ) ( )
( )

1 1
1

11

0
; ln

m w f t t f
t w l

w f t
ν ν

ν ν
νν=

′−
Ω =

⋅∑ .

Представляя ( )( )1 ; it f zνΩ , i=0,1, в виде

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1
1 1

1
; ln ln 1 ln ln ln

m
i i

i
f z f t f z f t

t f z l t z a
z t z t

−ν ν
ν ν ν

ν νν=

−⎡ ⎤
Ω = + − − − +⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑
и используя разложения (3), (5), получим при 1,z K ∞′∈

( )( ) 1101
1 0 0

, 1 1
; n

qn q qq
n q q

t f z x z x
∞ ∞

−
ν

= =
Ω = − ω + ω∑ ∑ , (24)

а при ,r rz K ′′∈  –

( )( ) 1 11
1 1

1 , 1
; n n

n qn q
n n q

t f z n x z x z
∞ ∞

− −
ν

= =
Ω = − − ω∑ ∑ , (25)

где 1
m n

nx l tν νν=
= ∑ , 1

mL lνν=
= ∑ .
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По теореме 1 из (24), (25) имеем неравенство
2 2 22

201 1 2 11 11 2 1 2
02

1 1 1 1 1

1 ,
ln

n n
n qn q n n qn q q q n n

n q q q n

kc x n d x r x x k c r x
r

∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− − −

−
= = = = =

⎛ ⎞ −⎜ ⎟ω − + ω + ω ≤
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

из которого следует 
2 22 11 2 1 2

1 1 1 .n n
n qn q n nn q nc r x k c r x∞ ∞ ∞ − −

= = =
ω ≤∑ ∑ ∑  Отсюда и из

неравенства Коши получим оценку 211 1 2
, 1 1

n
qn q n n nn q nx x k c r x∞ ∞ − −

= =
ω ≤∑ ∑ , которая

эквивалентна неравенству
2

2 211 2 1 2 1 2

, 1 1 1

n n
qn q n n n n n

n q n n
x x k c r x c r x

∞ ∞ ∞
− − − −

= = =
ω ≤ ⋅∑ ∑ ∑ , (26)

где 1
m n

nx l zν νν=
= ∑ . Поскольку

( )( ) 1 11
1 11 1 , 1;m

n n qn q nn n ql t f z n x x x x∞ ∞−
′ ′ν ν ν′ν = = =
Ω = − − ω∑ ∑ ∑ ,

то  ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( )

11 1 1 1

1 1, 1 , 1

0
ln

m

qn q n
n q

f z f t t z f
x x l l

z t f z f t

∞
′ ′ν ν ν ν

′ν ν
′ ′′ ν ν ν ν= ν ν =

′−
ω = −

−∑ ∑ , (27)

что вместе с (26) и дает неравенство (23).
Замечание. Из неравенства (26) с учетом (27) при m = 1 следует достаточное

условие однолистности в rU  мероморфной Q -квазиконформной функции ( )f z ,
конформной вне кругового кольца , ,r RK  с разложениями вида (1).

Теорема 4. При заданных комплексных ,α β  и , 1,l mν ν = , и любых rz Uν ∈
для ( ) ( ,1)Qf z r∈ ∑  имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
2 2 2

2
, 1 1

ln 2 ln ln 0 ln
1

m mf z f z f z k L
l l l f r

z z z k
′ −ν ν ν

′ν ν ν
′′ ν ν νν ν = ν=

− α +β′α + αβ +β + ≤
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∑ ∑

2 2
2 1 2 2

2
1 1
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1

m
n n

n
n

L
k c r l z r

k

∞
− − −

ν ν
= ν=

⎛ ⎞α + β
⎜ ⎟≤ α +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ ∑ (28)

где 1
mL lνν=

= ∑ , а сn, k имеют вид (9). Здесь под логарифмами понимаются непре-

рывные ветви, равные нулю при zν → ∞ .

Доказательство. Пусть rz Uν ∈  и рассмотрим в области ( ),1 ,rf K

( ),1 ,Qf r∈ ∑  функцию

( ) ( )[ ]
1

; ln ln ,
m

Q z w l w f z wν ν ν
ν=

= α − + β∑
а в С – однозначную функцию

( ) ( ) ( ) ( )
1 ln ln ,m f z f z f z

h z l
z z z

ν
νν=

ν

−⎡ ⎤
= α + β⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑
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которая аналитична в областях *U  и в rU  и представима в них рядами

( )
*

1

01

, ,

, ,

n
nn

n
n rn

z z U
h z

z z U

∞ −
=

∞
=
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δ + γ ∈⎪⎩

∑
∑

где ( )( ) ( )0 1 ln / ln 0m l f z z fν ν νν=
′γ = α + β∑ . Поэтому
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1
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ln , ,

ln , .

n
n n Rn

n n
n n rn n

n z L z z K
f z

n z z L z z K

∞ − −
=

∞ ∞− −
ρ= =

⎧ α − α τ + α + β ∈⎪Ω = ⎨
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∑
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Здесь 1 .m n
n l zν νν=

τ = ∑  Применяя теорему 1, получим

( )( ) ( )
22 22 21 2 2
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Из (29) видно, что

2 22 2 1 2

0 0
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n n

c r k c r
∞ ∞

− −

= =
δ ≤ ατ∑ ∑ (30)

где

( ) ( ) ( )
212 2 2 2 2 2

0 0 01 1 ln / lnc k k k L r r
− − −δ = − γ + − α + β ,

( ) 12 21 2 2
0 0 1 lnc k L r

−− −ατ = − α + β .

Отсюда находим

( ) ( ) ( ) 12 2 2 2
0 0 0 1 lnL L k k r

− −αδ τ = γ β + α + β + α − . (31)

Заметим, что

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

2 2

, 1 1

0
1

0

ln 2 ln ln 0

.

m

m m

n n
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=
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∑
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Из неравенства Коши
2 2 22 1 2

0 0 0
n n

n n n n n nn n nc r c r∞ ∞ ∞ − −
= = =

α δ τ ≤ δ ⋅ ατ∑ ∑ ∑
и (31) получим

21 2
0 0

n
n n n nn nk c r∞ ∞ − −

= =
α δ τ ≤ ατ∑ ∑ .
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Поскольку

( ) ( ) ( )01 10 ,m
n nnl h z h L∞

′ ′ν ν′ν = =
α + β = α δ τ + γ α + β∑ ∑

то с учетом (31) – (32) при 0 1τ =  получаем неравенство (28).
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