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ПРИМЕНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ЛЁВНЕРА, ЛЁВНЕРА – КУФАРЕВА
ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Даны примеры применения уравнения Лёвнера с разрывной управляющей
функцией к задаче нахождения конформных отображений. Аналогичные ре-
зультаты получены для уравнения Лёвнера – Куфарева.
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Уравнение Лёвнера и уравнение Лёвнера – Куфарева можно использовать [1]
для получения функций, реализующих однолистные конформные отображения
круга. Каждое решение любого из этих уравнений, рассматриваемое как функция
начального условия, даёт конформное отображение  круга или его части на неко-
торую область, вид которой определяется выбором управляющей функции в
уравнении Лёвнера или выбором семейства функций из класса Каратеодори – в
случае уравнения Лёвнера – Куфарева [2]. Появляется возможность построения
композиции конформных отображений как результата непрерывного процесса
преобразования круга.

В этой статье даются простейшие примеры получения конформных отображе-
ний указанным способом. Используются разрывные управляющие функции.

1. Рассмотрим уравнение Лёвнера
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где φ1, φ2, ν – вещественные постоянные.
Обозначим через ζ1(τ, z, μ1) решение уравнения (1) на 0 < τ < ν, для которого

ζ1(0, z, μ1) = z, где z – точка единичного круга E={z:|z|<1}. Найдём ζ1(τ, z, μ1).
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Из двух решений полученного алгебраического уравнения второй степени от-
носительно u выбираем решение, удовлетворяющее заданному начальному усло-
вию. Имеем
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или, что то же самое,
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Кругу E при отображении ζ1(τ, z, μ1) при фиксированном τ соответствует об-
ласть ( )1 1,U τ μ , получающаяся исключением из круга { ζ1: |ζ1| < 1} радиального

разреза, начинающегося в точке 10
1
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При τ = ϕ   ( ) ( )1 1 1 1, , ,U Eν μ = ζ ν μ , и если ν = +∞, то функция
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отображает круг E на плоскость C, разрезанную по лучу с параметрическим урав-
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принадлежит классу SM  голоморфных однолистных в круге E функций f (z), нор-
мированных условиями (0) 0, '(0) 1f f= =  и ограниченных в E: |f (z)|-M,  M > 1.

Интегрирование уравнения (1) с ( ) ( )2μ τ = μ τ  на промежутке ν < τ < +∞ и с
начальным условием ( )1 1 1,u Uτ=ν = ζ ∈ ν μ  приводит к функции
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Она осуществляет отображение круга { ζ1: |ζ1| < 1}  на круг { ζ2: |ζ2| < 1}
с разрезом по отрезку радиуса от точки 2

2
ie ϕνζ =  до точки
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2

( )
2 1 1ie t eϕτ ν−τ − ν−τζ = − − , а область ( )1 1,U ν μ  – на круг с двумя разрезами.
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Один из них лежит на радиусе. Отображение круга E на эту область имеет вид
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2. Предположим, что управляющая функция в уравнении Лёвнера (1) имеет вид
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где φ1, φ2, ν  – вещественные числа.
Будем искать решение ζ1(τ, z, μ1) уравнения (1) на  0 < τ < ν, когда

ζ1(0, z, μ1) = z ∈ E. Заменой 1
1

iu e uϕ τ=  уравнение приводится к виду
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где 1 11 iλ = + ϕ . Интегрирование уравнения даёт семейство функций
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где 1 1 1/δ = λ λ .
Решение ζ1(τ, z, μ1) находится как решение уравнения
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Отметим, что ζ1(τ, z, μ1) = e–τz +…, так как полагаем  12 /1 1δ =  в соответствии с
определением функции ( )( )11 2 / ln| | arg 22 / ,z i z ikz e kδ + + πδ = ∈] , вычисленной в точке
z =1 при k =1.

Аналогично находится решение ζ2(τ, z, μ2) уравнения (1) на ν < τ < +∞, для слу-
чая ζ2(ν, ζ1, μ2) = ζ1(ν, z, μ1) = e–νz +…. Оно неявно задаётся уравнением
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Функция eτζ2(τ, ζ1, μ2) однолистна  в области ζ1(ν, E, μ1) . По теореме об одно-

листной предельной функции
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однолистна в E.
Таким образом, функции μ(τ), представленной формулой (2), соответствует

решение
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уравнения (1) с начальным условием ζ(0, z, μ) = z ∈ E.
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3. Пусть
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Функция
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голоморфна в E, Re P(z,τ) > 0 в E, P(0,τ) = 1, т.е. P(z,τ) принадлежит при фиксиро-
ванном τ классу Каратеодори.

Рассмотрим уравнение Лёвнера – Куфарева
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являющееся линейным неоднородным дифференциальным уравнением первого
порядка. Общее решение соответствующего однородного уравнения
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Методом вариации постоянной приходим к уравнению
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при условии выбора той ветви логарифма, для которой  ln1=0. Оно продолжается
как голоморфное отображение на границу круга E за исключением конечного
множества точек, лежащих на единичной окружности.
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Функция ζ1(τ, z, μ1)  отображает E на область ( )1,U τ μ , получающуюся из кру-
га { ζ1: |ζ1| < 1} проведением двух разрезов. Один из них начинается в точке μ1(τ) ,
оканчивается в точке ζ1(τ, μ1(0), μ1)  и лежит в верхнем полукруге. Другой разрез
симметричен первому относительно вещественной оси. При τ = ν оба разреза на-
чинаются в точке ζ1 = 1.

На промежутке ν < τ < +∞ функция ( )Re 1μ τ = . Интегрирование уравнения (5)
с ( ) ( )2 1μ τ = μ τ =  и начальным условием ( )1 1,u Uτ=ν = ζ ⊂ ν μ  приводит к
функции
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Рассматриваемому уравнению Лёвнера – Куфарева соответствует конформное
отображение круга E, даваемое формулой
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Область ζ(τ, E, μ)  при τ = ν  представляет собой единичный круг с разрезами
по некоторому промежутку [a,1), 0<a<1, и двум симметричным дугам с общим
концом в точке a.
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уравнение Лёвнера – Куфарева (4) с функцией
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и уравнение (4) приводится к виду
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Будем считать μ(τ) = 1. Сделав замены pu v= , p tτ = , приходим к уравнению
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Интегрирование уравнения и переход к первоначальным переменным приво-

дит к отображению
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круга E на область, получаемую из круга { ζ: |ζ| < 1} проведением p прямолиней-

ных разрезов от точки ek  до точки ( )2 /
1 1 p

ke e
τ

− τ− − , 0,…, p – 1. Эта область

имеет p-кратную симметрию вращения относительно точки ζ = 0.
Уравнение (4) можно использовать с различными μ(τ) для нахождения других

отображений круга на области с p-кратной симметрией вращения.
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