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ОБ ОДНОЙ МОДИФИКАЦИИ МОДЕЛИ СТРИТЕРА – ФЕЛПСА
И ЕЕ ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ С ПОМОЩЬЮ

МНОГОПРОЦЕССОРНЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ

В классической модели Стритера – Фелпса рассматривается система, со-
стоящая из воды и растворенного в ней кислорода и органических веществ.
Математически она описывается системой двух обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОДУ)  с соответствующими начальными условиями.
В работе применяется модель, представляющая собой модификацию клас-
сической модели Стритера – Фелпса, построенную посредством введения в
нее биофильтра и добавления конвективных и диффузионных членов. Па-
раллельная реализация алгоритма численного расчета модели производится
с использованием явной разностной схемы на кластере ТГУ.
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1. Построение модифицированной модели Стритера –Фелпса

Важнейшей характеристикой качества воды является концентрация раство-
ренного в ней кислорода, необходимого элемента жизнедеятельности водорослей
и растений. Эта величина носит название биохимической потребности в кислоро-
де (БПК) и численно выражается количеством кислорода в мл/л или г/м3. В моде-
ли Стритера – Фелпса концентрация растворенного кислорода и органических от-
ходов взаимосвязаны [1]. Разложение отходов происходит под воздействием бак-
терий, вызывающих химическую реакцию с использованием растворенного в воде
кислорода.

Скорость разложения органического вещества описывается уравнением

1
dL k L
dt

= − , (1)

где ( )L t – концентрация органического вещества, t – время, 1k – коэффициент
разложения органического вещества, 1/сут.

Обозначим D – дефицит кислорода, т.е. 0D q q= − , где q – реальная концен-
трация кислорода в воде, 0q – равновесная концентрация кислорода, которая име-
ет место при отсутствии загрязнения.

Динамика дефицита кислорода описывается обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением вида

1 2
dD k L k D
dt

= − , (2)

где 2k – коэффициент аэрации, 1/сут.
В процесс самоочищения, описываемый с помощью уравнений (1) и (2), вклю-

чается очистка с помощью биофильтра путем добавления слагаемого kL−  в (1):
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1 ,dL k L kL
dt

= − −  (3)

где  k – константа скорости изъятия органических загрязнений, 1/сут, вычисляе-
мая по формуле

20
20 1,047 .Tk k −= ⋅  (4)

Здесь 20k –константа скорости биохимических процессов в сточной воде при тем-
пературе 20 °C, T – температура сточной воды, °C. Для определения коэффициен-
та 1k используются формулы

1 210 ,k F= α +β (5)

2 ,
yx c

tудH B k
F

qz
= (6)

где α, β – постоянные коэффициенты, определяемые из табл. 25 [2, с. 80]. Таким
образом, модификация модели самоочищения Стритера–Фелпса с добавлением
биофильтра, описывается системой ОДУ (3), (2) с соответствующими начальными
условиями:

1

1 2

,

,

dL k L kL
dt
dD k L k D
dt

= − −

= −
(7)

0 0(0) , (0) .L L D D= = (8)
Модификация построенной модели (7), (8) на двумерный случай заключается в

добавлении в систему (7) оператора диффузии 
2 2

2 2x y
⎛ ⎞∂ ∂

Δ = λ +⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

 и конвективного

члена U V
x y
∂ ∂⎛ ⎞+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, в результате чего модель принимает вид системы диффе-

ренциальных уравнений в частных производных
2 2

12 2

2 2

1 22 2

( ) ( ) ,

( ) ( )

L

D

L L L L LU V k L kL
t x y x y
D D D D DU V k L k D
t x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = λ + + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

(9)

с соответствующими начальными
( , ,0) ( , ), ( , ,0) ( , )н нL x y L x y D x y D x y= =  (10)

и граничными условиями

0 0
0, 0,

x yx x L y y L

L L L L
x x y y= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
(11)

0 0
0, 0,

x yx x L y y L

D D D D
x x y y= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
(12)
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где 0, 0U V> =  – компоненты  вектора скорости течения реки, км/сут; ,L Dλ λ  –
коэффициенты диффузии. Решение задачи (9) – (12) ищется в области

[0, ],Q G T= ×  { }( , ) 0 ,0 .x yG x y x L y L= ≤ ≤ ≤ ≤

2. Выбор явного численного метода.
Вопросы аппроксимации, устойчивости и сходимости

Покроем область Q  равномерной сеткой ,h hτ τω = ω ×ω где

( , ) , , , 0, 1;

, ,
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h h
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= =⎪⎩ + +
и запишем разностную аппроксимацию дифференциальной задачи (9) – (12):

( ) ( ) ,h h
hW FΛ = (13)
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Нетрудно показать, что погрешность аппроксимации разностной задачи с уче-
том начальных и граничных условий имеет порядок ( ).x yO h hτ + +

С учетом условия монотонности разностной схемы (13)
2 2

2 2 2 2 ,
( 2 2 )

x y

x y y x y xW W

h h

U h h V h h h h
τ <

+ + λ + λ
(16)

с помощью принципа максимума легко доказывается устойчивость разностной
схемы (13) по начальным данным. Тогда по теореме Лакса [3] имеет место сходи-
мость решения разностной задачи к решению дифференциальной задачи.

3. О результатах реализации параллельного алгоритма

Реализация модифицированной модели (13) – (15) проводится на равномер-
ной сетке размерности 202 × 202 при xh = 0,49751 км, yh = 0,00995 км на кластере
ТГУ. Шаг по времени выбирается из условия устойчивости (16) и равен
τ = 7,74846·10–6 сут. В табл. 1 приводится время работы параллельной программы
на одном и на p процессорах, а также величина достигнутого ускорения алгорит-
ма и его эффективность [4].

Т а б л и ц а  1

Количество
процессоров

p

T1 – время работы
параллельной
программы на

одном процессоре

Tp – время работы
параллельной
программы на
p процессорах

Ускорение
1

p
p

TS
T

=

Эффективность
p

p
S

E
p

=

1
2 347,05410 1,39975 0,69987
3 252,09258 1,92703 0,48176
4 211,21259 2,29999 0,45999
5 159,34102 3.04874 0,38109
6

485,78874

152,40118 3,18757 0,31876

Анализ результатов, приведенных в табл. 1, показывает, что параллельный ал-
горитм демонстрирует удовлетворительные результаты для ускорения pS  при
увеличении числа задействованных процессоров p. Спад эффективности объясня-
ется увеличением числа межпроцессорных обменов с ростом p.

4. Обсуждение результатов численных расчетов

Численные расчеты процесса самоочищения проводятся на загрязненном уча-
стке реки Томь длиной 100 км и шириной 2 км. В качестве загрязняющего веще-
ства берется фенол, причем загрязнение в начальный момент времени на участке
длиной 30 км и шириной 600 м равно 7,4 мг/л, а в остальных местах рассматри-
ваемого участка L = 0 мг/л, дефицит кислорода при t = 0  равен нулю на всем рас-
сматриваемом участке реки.

Анализ результатов численного расчета точечной модели Стритера – Фелпса с
учетом трех типов биофильтров: а) с плоскостной загрузкой; б) капельного; в) вы-
соконагружаемого, показывает, что применение биофильтра а) позволяет снизить
концентрацию органического вещества до допустимого уровня за время 0,7сут.t =
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Использование капельного биофильтра при тех же начальных условиях приво-
дит к ПДК за 0,5сут.t = Наиболее эффективно работает высоконагружаемый
биофильтр: достижение допустимой концентрации органического вещества зани-
мает 0,1сут.t =

На рис. 1 – 4 представлены графики L и D , построенные по результатам реа-
лизации одномерной пространственной модели без использования биофильтра и с
использованием высоконагружаемого биофильтра. Из рисунков  видно, что про-
цесс самоочищения во втором случае существенно упрощается и через

1,5сутt L=  падает до безопасной величины 0,001мг/л.
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Рис. 1. Одномерная пространственная модель Стритера – Фелпса. Изменение
концентрации органического вещества без использования биофильтра в различ-
ные временные промежутки. Начальная концентрация L0 = 7,4 мг/л
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Рис. 2 Одномерная пространственная модель Стритера – Фелпса. Изменение
концентрации органического вещества с использованием биофильтра в различ-
ные временные промежутки. L0 = 7,4 мг/л
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Рис. 3. Одномерная пространственная модель Стритера – Фелпса. Изменение
дефицита кислорода без использования биофильтра в различные временные
промежутки. Начальная концентрация L0 = 7,4 мг/л, D0 = 0 мг/л
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Рис. 4 Одномерная пространственная модель Стритера – Фелпса. Изменение
дефицита кислорода с использованием биофильтра в различные временные
промежутки. L0 = 7,4 мг/л,  D0 = 0 мг/л

Из анализа графиков 5 и 6 (двумерный случай) также следует, что использова-
ние биофильтра существенно ускоряет процесс самоочищения загрязненного уча-
стка реки и за время 0,5 сутt =  концентрация органического вещества ,L  полу-
ченная после численной реализации модифицированной модели Стритера – Фел-
пса, равна 0,14298 мг/л, а дефицит кислорода 4,44611мг/лD = .

Процесс самоочищения  без использования биофильтра занимает около 70 су-
ток. По истечении этого периода времени концентрация загрязняющего вещества
(фенола) падает до 0,001мг/л.L =
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Рис. 5. Модификация двумерной модели Стритера – Фелпса
с учетом биофильтра. L0 = 7,4 мг/л, t = 0,5 сут, x – длина
участка реки, км, y – ширина участка реки, км
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Рис. 6. Модификация двумерной модели Стритера – Фелпса
с учетом биофильтра. D0 = 0 мг/л, t = 0,5 суток, x – длина
участка реки, км; y – ширина участка реки, км
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Для проверки достоверности полученных в работе результатов проведены рас-
четы с использованием двумерной модифицированной модели и исходных дан-
ных, взятых из [5]. По результатам вычислений концентрация органического ве-
щества L падает до 3,7 мг/л. Это хорошо согласуется с результатами, приведен-
ными в [5].

Из приведенного анализа следует, что модель Стритера – Фелпса, в которой
учитываются конвективный и диффузионный члены, а также биофильтр, досто-
верно описывает механизм процесса самоочищения загрязненного участка реки.
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