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О НЕКОТОРЫХ СИСТЕМАХ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ,
НЕ ЯВЛЯЮЩИХСЯ БАЗИСОМ1

В работе рассматривается последовательность нормированных векторов
{ } 1n nh ∞

=  в гильбертовом пространстве H, такая, что скалярные произведения

,i jh h ≥ α , 0α >  при i j≠ , ,i j∈ N . Доказывается, что данная последова-
тельность векторов не является базисом в H.
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Определение 1. Система элементов { } 1n nx ∞
= в бесконечномерном банаховом

пространстве E называется базисом Шаудера в E, если для каждого x E∈  суще-

ствует единственная последовательность скаляров, такая, что 
1

i i
i

x x
∞

=
= α∑ .

Проверка базисности той или иной последовательности есть, вообще говоря,
нетривиальный факт. Поэтому существуют различные критерии для проверки ба-
зисности системы. Приведем некоторые из них.

Теорема 1. [1] Система ненулевых векторов { } 1j j
x E∞

=
∈  – базис в банаховом

пространстве E тогда и только тогда, когда существует константа K, такая, что для
любых ,m n∈ N , m n≤ ,

1 1

m n

j j j j
j j

a x K a x
= =

≤∑ ∑ .

Если { } 1j j
x E∞

=
∈  – базис в банаховом  пространстве E, то число sup n

n
K P

∈
=

N
,  где

( )
1 1

n

n n j j j j
j j

P x P a x a x
∞

= =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ,

называется базисной константой.
Из этой теоремы нетрудно получить следующее утверждение.
Утверждение 1.   Пусть { } 1n nh ∞

=  – базис в банаховом пространстве E, тогда

любая его подпоследовательность { } 1kn k
h

∞

=
 является базисной, т. е. { } 1kn k

h
∞

=
– базис

в { }{ }
1kn k

sp h
∞

=
.

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России». Госконтракт П937 от 20 августа 2009 года.
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Теорема 2. [2] Для того чтобы последовательность  1 2, , , ,nx x x… …  являлась
базисом в банаховом пространстве E, необходимо и достаточно, чтобы существо-
вала такая положительная константа α , что

( )
,

, inf
n

n

n
n

x S x L
S L x x

′ ′′∈ ∈
′ ′′ρ = − ≥ α  для любого  1, 2,n = … ,

где { }, 1n nS x L x= ∈ =  – единичная сфера в { }1 2, , ,n nL sp x x x= … ,

{ }1 2, ,n
n nL sp x x+ += … .

Частный случай исследуемой в данной работе задачи, когда ,i jh h = α , 0α >

при i j≠ , ,i j∈ N , уже был рассмотрен  И. П. Бухтиной, Т. Е. Хмылевой [3].
Кроме того, был получен явный вид элемента, который не раскладывается по сис-
теме векторов { }n nh ∈N , как по базису. Этот вектор был назван биссектрисой, в
том смысле, что он образует одинаковые углы со всеми векторами последова-
тельности { } 1n nh ∞

= .
Можно привести и более простой пример последовательности нормированных

векторов гильбертова пространства H, скалярные произведения между любыми
двумя элементами которой равны некоторому числу 0α > , не являющейся бази-
сом в H.

Пример 1. Рассмотрим последовательность элементов в гильбертовом про-
странстве H:

( )1 , 1 ,0,0, ,f a a= − …

( )2 ,0, 1 ,0,0, ,f a a= − … (1)

( )3 ,0,0, 1 ,0,0, ,f a a= − …

…………………………..
Очевидно, что , ,i jf f a i j= ≠  и 1, 1,2,...if i= = .

Проверим, что система (1) является полной. Предположим, что система (1) не
полна. Тогда существует вектор ( )1 2 2 , 0nx x ,x , ,x , l x= ∈ ≠… … , такой, что

{ }1 2, ,x sp f f⊥ … . Тогда

1 1 1 2, 1 0,x f x f x a x a⊥ ⇒ = + − =

2 2 1 3, 1 0,x f x f x a x a⊥ ⇒ = + − =

3 3 1 4, 1 0,x f x f x a x a⊥ ⇒ = + − =

……………………………………….,

1 1, 1 0,n n nx f x f x a x a+⊥ ⇒ = + − =

…………………………………………..
Следовательно, 2 3 4 5 nx x x x x= = = = = =… … , но так как 2x l∈ , то

1 2 3 0nx x x x= = = = = =… … , то есть получаем, что ( )0,0,0,x = … .
Получили противоречие с тем, что 0x ≠ . Следовательно, система является

полной.
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Докажем, что система (1) не является базисом. Предположим, что (1) – базис,

тогда элемент ( )1 1,0,0,e = …  имеет вид 1
1

i i
i

e f
∞

=
= β∑ . Распишем  это равенство по

координатам:

1 2 1,na a aβ +β + +β + =… …

1 1 0,aβ − =

2 1 0,aβ − =

…………………,
1 0,n aβ − =

…………………..
Очевидно, что данная система не имеет решения. Следовательно, последова-

тельность (1) не является базисом. Заметим, что вектор ( )1 1,0,0,e = …  является

биссектрисой, то есть 1, ie f a=  для любого i∈ N .
Рассмотрим теперь полную последовательность нормированных векторов

{ } 1n nh ∞
= , таких, что ,i jh h = α , 0α >  при i j≠ . Линейное отображение

2:T H l→ , определенное формулой n nTh f= , является изометрией пространства

H на 2l . Так как { } 1n nf ∞
=  – не базис, следовательно, { } 1n nh ∞

=  тоже не будет являть-
ся базисом.

Поскольку все сепарабельные гильбертовы пространства изометрически изо-
морфны пространству всех суммируемых в квадрате последовательностей 2l , то
мы будем рассматривать последовательность в гильбертовом пространстве 2l .

Определение 2. Углом α  между двумя элементами 2,x y l∈  называем такое

число [ ]0,α∈ π , что 
,

cos
x y

x y
α =

⋅
.

Замечание. Не существует бесконечной последовательности линейно незави-
симых элементов с единичной нормой { } 1n nh ∞

= , для которой ,i jh h ≤ −α , где
0α > .
Доказательство. Предположим противное, пусть { } 1n nh ∞

=  – бесконечная по-
следовательность линейно независимых нормированных векторов, такая, что

,i jh h ≤ −α , где 0α > . Рассмотрим

( ) ( )( )
2

1 , 1,
, 1 1 1

N N

i i j
i i j

i j

h N h h N N N N N
= =

≠

= + ≤ −α − = −α −∑ ∑ .

Очевидно, что при достаточно больших N
2

1
0

N

i
i

h
=

<∑ ,

а этого не может быть.



56 Т.Е. Хмылева, О.Г. Иванова

Таким образом, мы доказали, что бесконечной системы с указанными свойст-
вами не существует. Но можно доказать, что существует бесконечная система, та-
кая, что ее элементы образуют друг с другом различные тупые углы, которые

подходят к 
2
π . Приведем пример такой последовательности.

Пример 2. Рассмотрим в гильбертовом пространстве  H  бесконечную систему
векторов

1
1 3, ,0,0, ,
2 2

f
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

2
1 1 14, , ,0,0, ,
4 4 4

f
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

3
1 1 1 33, , , ,0, ,
6 6 6 6

f
⎛ ⎞

= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

…………………………………. ,

1 1 4 1, , , ,0, ,
2 2 2n

n

nf
n n n

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …
���	��


……………………………………
Очевидно, что 1,nf n= ∈ N , и  при m n>

1 1 4 1 1 1 4 1, 1 0
2 2 2 42n m

n nf f n
n m m m nn

⎛ ⎞− −
= ⋅ ⋅ − ⋅ = − <⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (2)

Это означает, что элементы nf  и mf  при n m≠  образуют тупые углы. Из со-
отношения (2) ясно, что , 0n mf f →  при m →∞ , то есть углы между векторами

nf  и mf  стремятся к 
2
π  с ростом m и n.

Теорема 3. Пусть { } 1n nh ∞
=  – полная нормированная последовательность векто-

ров в гильбертовом пространстве 2l , такая, что скалярные произведения

,i jh h ≥ α , 0α >  при i j≠ , ,i j∈ N . Тогда данная последовательность векторов

не является базисом в 2l .
Доказательство. Учитывая приведенное выше утверждение 1, достаточно

доказать, что  существует подпоследовательность { } 1kn k
h

∞

=
, которая не является

базисной. Опишем процесс построения подпоследовательности { } 1kn k
h

∞

=
.

Рассмотрим последовательность скалярных произведений { }1 1, i ih h ∞
= . Так как

эта числовая последовательность  ограничена, то можно извлечь подпоследова-
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тельность (1) (1) (1) (1)
1 2 3, , , , ,nh h h h… … , где (1)

1 1h h= , для которой существует
( ) ( )1 1

11lim , ii
h h s

→∞
= . Положим ( )1 1

1, 1 ,i is h h= , 1, 2,i = … , тогда 1, 1lim ii
s s

→∞
= .  Не на-

рушая общности, можно считать, что 1, 1
1
2is s− <  для каждого 2i ≥ .

Далее рассмотрим последовательность скалярных произведений

{ }(1) (1)
2 2

, i i
h h

∞

=
. Так как эта числовая последовательность ограничена, мы можем

извлечь подпоследовательность (2) (2) (2) (2)
2 3 4, , , , ,nh h h h… … , где (2) (1)

2 2h h= , для кото-

рой существует ( ) ( )2 2
22lim , ii

h h s
→∞

= . Положим ( ) ( )2 2
2, 2 ,i is h h= , 2,3,i = … . Тогда

2, 2lim ii
s s

→∞
= .  Не нарушая общности, можно считать, что   2, 2 2

1
2is s− <  для каж-

дого 3i ≥ .
Продолжая этот процесс,  для каждого m∈ N  мы можем построить подпосле-

довательность  ( ) ( ) ( )
1, , , , ,mm m

m nmh h h+ … …  где ( ) ( )1m m
m mh h −= , такую, что существует

( ) ( )lim , mm
m i mi

h h s
→∞

= . Положим ( ) ( )
, , mm

m i m is h h= , , 1,i m m= + … , тогда

,lim m i mi
s s

→∞
= , и так как ,m is ≥ α , то ms ≥ α .  Не нарушая общности, можно счи-

тать, что ,
1

2m i m ms s− <   для любого 1i m≥ + .

Рассмотрим диагональную последовательность (1) (2) (3) ( )
1 2 3, , , , ,n

nh h h h… … . Из по-

строения ясно, что ( ) ( ),n i
n i nh h s→  при  i→∞.

Так как числовая последовательность 1 2 3, , , , ,ns s s s… …  удовлетворяет усло-
вию is ≥ α , 1, 2,3,i = … , то существует сходящаяся подпоследовательность

{ } 1kn k
s

∞

=
, такая, что 0lim

knk
s s

→∞
= ≥ α . Не умоляя общности, можно считать, что

0
1
2kn ks s− < .

Рассмотрим соответствующую подпоследовательность { }( )
1

k
k

n
n k

h
∞

=
. Переобо-

значим  ( )k
k

n
knh f= , 

kn ks p= , ,,k i k if f p= , 1, 2,3,k = … .

Из построения ясно, что ( ) ( )
,,k i

k i kk i

n n
n n nn nh h s s= →  при  i →∞  и  0kns s→  при

k →∞ .  Так как ( ) ( )
, ,, ,k i

k ik i

n n
k i k i n nn nh h f f p s= = =  и 

kn ks p= , то ,k i kp p→  при

i →∞ , а 0kp s→  при k →∞ . Пусть , 0k i kip s= + ε . Тогда

, , 0 , 0 1
1 1 1
2 2 2k i k i k i k k k k kp s p p p s

−
ε = − ≤ − + − < + =  при i k> .

Положим ( )1 2
1

n ng f f f
n

= + + +… . Подсчитаем норму ng :
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( ) ( ) ( )
2

2
1 2 1 2 1 2

1 1 1,n n n ng f f f f f f f f f
n n n

= + + + = + + + + + + =… … …

 1 2 12
2 3

1 2 , 2 , 2 ,
n n n

k k n k
k k k n

n f f f f f f
n −

= = =

⎡ ⎤
= + + + + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑…

1, 2, 1,2
2 3

1 2 2 2
n n n

k k n k
k k k n

n p p p
n −

= = =

⎡ ⎤
= + + + + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑…

( ) ( ) ( )0 1, 0 2, 0 1,2
2 3

1 2 2 2
n n n

k k n k
k k k n

n s s s
n −

= = =

⎡ ⎤
= + + ε + + ε + + + ε =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑…

0 0 1, 1,2
2 2

1 2 2 2 2
n n n n

k n k
k k n k k n

n s s
n −

= = = =

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤
= + + + + ε + + ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦
∑ ∑ ∑ ∑… … .

Поскольку

[ ] ( )
0 0 0 0 0 0 0 02 2 2

2 3

12 2 2( 1) ( 2)
2

n n n

k k k n

n n
s s s n s n s s s s

n n n= = =

−⎡ ⎤
+ + + = − + − + + = ⋅ →⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑… …

при n →∞ , а

1, 2, 1,2 2 2 2
2 3

2 2 2 3 11
2 2 2

n n n

k k n k n
k k k n

n nn
n n− −

= = =

⎡ ⎤ − −⎡ ⎤ε + ε + + ε ≤ − + + + + ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑ ∑… …

[ ]2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 2 3 1 21 1 2 0

2 22 2 2 2n n
nn n n

n n− −

−⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤≤ + + + + + + + + + ≤ + →⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦
… …

при n →∞ , то получаем, что 2
0lim nn

g s
→∞

= , причем 0 0s ≠ .

Покажем, что последовательность элементов { } 1n ng ∞
=  фундаментальна в про-

странстве 2l :

  
2 22

2 ,g g g g g gn n p n n p n n p− = + − =+ + +

 ( ) ( )22 1 12 ,1 1g g f f f fn n p n n pn n p
= + − + + + + =+ ++

… …

( )
22

1, 1, 2, 2,
2 1 3 1

2 2 2
n p n pn n

n n p k k k k
k k n k k n

g g n p p p p
n n p

+ +

+
= = + = = +

⎡
= + − + + + + +⎢+ ⎣

∑ ∑ ∑ ∑ …

1, 1, ,
1 1

2
n p n pn

n k n k n k
k n k n k n

p p p
+ +

− −
= = + = +

⎤
+ + + =⎥

⎦
∑ ∑ ∑…

( )
( ) ( )22

0 1, 0 1,
2 1

2 2
n pn

n n p k k
k k n

g g n s s
n n p

+

+
= = +

⎡
= + − + + ε + + ε +⎢+ ⎣

∑ ∑ …

( ) ( ) ( )0 1, 0 1, 0 ,
1 1

2
n p n pn

n k n k n k
k n k n k n

s s s
+ +

− −
= = + = +

⎤
+ + ε + + ε + + ε =⎥

⎦
∑ ∑ ∑…
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( )
22

0 0 0 0 0
2 1 1 1

2 2 2
n p n p n pn n

n n p
k k n k n k n k n

g g n s s s s s
n n p

+ + +

+
= = + = = + = +

⎡ ⎛ ⎞⎤
= + − + + + + + + −⎜ ⎟⎢ ⎥+⎣ ⎝ ⎠⎦

∑ ∑ ∑ ∑ ∑…

( ) 1, 1, 1, 1, ,
2 1 1 1

2 2 2
n p n p n pn n

k k n k n k n k
k k n k n k n k nn n p

+ + +

− −
= = + = = + = +

⎡ ⎤
− ε + ε + + ε + ε + ε⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑ ∑… .

Рассмотрим отдельно выражения, стоящие в квадратных скобках.
Нетрудно видеть, что

( )
22

0 0 0 0 0
2 1 1 1

2 2 2
n p n p n pn n

n n p
k k n k n k n k n

g g n s s s s s
n n p

+ + +

+
= = + = = + = +

⎛ ⎞
+ − + + + + + + =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑…

( )[ ]
( )

22 0 02 2 1 12
n n p

s n s pn
g g

n p n n p+
− + + +

= + − − =
+ +

…

( )2 22 20 0
0

2 1 2
2 0n n p n n p

n p s s
g g g g s

n p n p+ +
+ −

= + − = + − + →
+ +

при n →∞ .
Аналогично, для второй скобки получаем

1, 1, 1, 1, ,
2 1 1 1

2 2 2
( )

n p n p n pn n

k k n k n k n k
k k n k n k n k nn n p

+ + +

− −
= = + = = + = +

⎡ ⎤
ε + ε + + ε + ε + ε ≤⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑ ∑…

1, 1, 1, 1, ,
2 1 1 1

2 2 2
( )

n p n p n pn n

k k n k n k n k
k k n k n k n k nn n p

+ + +

− −
= = + = = + = +

⎡ ⎤
≤ ε + ε + + ε + ε + ε ≤⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑ ∑…

( )
2 2 1

14 2 31
( ) 2 2 2 2n n

n n pn p n p pn p
n n p − −

− − +− + − +⎛ ⎞≤ − + + + + + + ≤⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
…

( ) ( )2 2 2 2 1
4 1 1 1 4 2 3 1 41 1

2 22 2 2 2 2n n n
n p

n n n p n n p− − −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ + + + + + + + + + + ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ +
… …

8 4 4 0
n n p n

≤ + + →
+

при любом p∈ N .

Из этих неравенств следует, что при достаточно больших n n n pg g +−  будет
сколь угодно мала независимо от  p.

Следовательно, последовательность { } 1n ng ∞
=  фундаментальна, и, значит,  су-

ществует lim nn
g y

→∞
= .  Так как 0lim nn

g s
→∞

= , то 0y ≠ . Заметим, что

( )1 2
1

n n ng f f
n += + +� …  также стремится к y , так как

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2n n n n nf f f f f f f y y y

n n n+ + + = + + + + − + + → − =… … … … .
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Для решения вопроса о базисности последовательности { } 1n nf ∞
=  воспользуемся

теоремой 2.

В нашем случае ( )1
1

n n ng f f L
n

= + + ∈… , а ( )1 2
1 n

n n ng f f L
n += + + ∈� … . Тогда

0

1 1lim lim 0n n
n nn nn n n

g g
g g y y

g g g s→∞ →∞
− = − = − =
� � .

Таким образом, последовательность { } 1n nf ∞
=  не является базисной. А посколь-

ку последовательность { } 1n nf ∞
=  является подпоследовательностью { } 1n nh ∞

= , то в

силу утверждения 1 последовательность { } 1n nh ∞
=  не является базисом в 2l .
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