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В УСКОРЯЮЩИХСЯ ПОТОКАХ

В статье представлена статистическая модель течения смеси газ – поли-
дисперсный ансамбль твердых частиц. Перераспределение импульса и энер-
гии частиц внутри фракции учитываются через энергию их пульсационного
движения.
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Течение гетерогенной среды в работе [1] трактуется как движение взаимопро-
никаемых континуумов. Заложенный в этой работе подход описания многофаз-
ных потоков прослеживается во многих последующих публикациях. Наиболее
полную библиографию работ по исследованию двухфазных течений можно найти
в обзорах [2, 3] и монографиях [4 – 6]. В большинстве работ по газодинамике
двухфазных сред система уравнений, описывающая дискретную фазу, базируется
на одномерной функции распределения частиц по размерам. Так как движение
частиц сопровождается их столкновением, то необходимо учитывать перераспреде-
ление импульса, энергии внутри дискретной фазы. Точная постановка задачи тече-
ния смеси газ – полидисперсный ансамбль твердых или жидких частиц требует
применения многомерной функции распределения частиц по параметрам. В рабо-
те [7] для ансамбля жидких частиц получено уравнение переноса признака частиц,
аналогичное уравнению Максвелла – Энского для кинетической теории газа [8].
Это уравнение является основой для составления системы моментных уравнений,
которая описывает поведение ансамбля частиц. Разработанная модель нашла
применение при расчете двухфазного течения в соплах РДТТ- и МГД-каналах
[9, 10]. Статистические методы описания смеси газ – твердые частицы использо-
ваны в работах [11 – 14]. Авторы работы [15] записали уравнение больцмановско-
го типа относительно одночастичной функции распределения и решили задачу
обтекания тел, запыленных газом.

Целью данной работы является разработка статистической модели течения
смеси газ – полидисперсный ансамбль твердых частиц с использованием двумер-
ной функции распределения частиц по массе и скорости.

1. Моделирование дисперсной среды

Для описания полидисперсного ансамбля твердых частиц в многомерном фа-
зовом пространстве введем функцию распределения ( , , , )i i if f m t= U r , где ,i im U
– масса, скорость; , tr  – пространственная и временная координаты; i – номер
фракции. Кинетическое уравнение для функции распределения запишем в виде
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Здесь Fi – сила, действующая на  частицу со стороны несущей среды; ,∇ ∇r U  –
операторы градиента в физическом и скоростном пространствах; I – интеграл
столкновения.

Рассмотрим уравнение (1.1) при фиксированном значении массы mi, которая
входит в него как параметр. Индивидуальную скорость частицы можно предста-
вить в виде суммы средней 0iU  и пульсационной составляющей 'iU  скорости
частиц массой mi: 0 'i i i= +U U U .

Уравнение (1.1) в новых переменных 'U  запишем в виде
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где '∇U  – оператор градиента в пространстве пульсационных скоростей; (:) –

двойное тензорное умножение; 0i
d
dt t

∂
= + ∇
∂ rU .

Для получения системы уравнений, описывающей течение полидисперсной
среды, вводится понятие признака частиц. Признаком может быть любая величи-
на, характеризующая частицу и переносимая вместе с ней ( , , , )i i iФ Ф m t= U r .
Среднее значение признака частиц <Ф> по ансамблю частиц с массами
(mi,mi+dmi) определим равенством

( ) i i i i iФ m Ф f d f d
∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫U U

Умножая кинетическое уравнение (1.2) на признак Фi и интегрируя по всему
пространству скоростей, получим уравнение переноса признака частиц:
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Здесь ( ) ( , , )i if m f m t= r  отражает переход от двухмерной функции (распределе-
ние по скоростям и массам) к одномерной (распределение по массам); < ⋅ ⋅ ⋅> –
знак осреднения.

Интеграл 
'

( ) 'iФ m ФIdΔ = ∫
U

U представляет собой выражение для скорости

изменения признака Ф частиц массой mi за счет столкновений.
Подставив в уравнение (1.3) в качестве признака частиц моменты скорости

( ' ' ',...)U ,U U , получим систему моментных уравнений, которая будет описывать
ансамбль частиц, имеющих распределение по массам и скоростям.

2. Столкновение частиц

Для определения интеграла столкновений в  уравнении (1.2) и скорости
изменения  признака частиц в уравнении (1.3) рассмотрим столкновение двух ша-
рообразных частиц, масса которых im  и jm . Согласно работе  [16], скорости час-
тиц  после столкновения в лабораторной системе отсчёта  запишем
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где ,i jU U  – скорости частиц до столкновения; i jV = −U U  – скорость частицы

mi  относительно  mj ; ц
i i j j

i j
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m m

+
=

+

U U
V  – скорость центра масс; 0n  – единичный

вектор в направлении  скорости частицы  m i  после столкновения.
Так как  рассматривается столкновение твердых частиц применительно к

двухфазным потокам, то более удобно ввести угол рассеяния ϕ  (угол поворота
частицы im  в системе центра инерции). Для простоты рассмотрим одномерный
случай, тогда проекции скоростей на ось X  можно записать в виде
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Соотношение (2.1) соответствует упругим столкновениям. Введем коэффици-
ент восстановления K, равный * *( ) /( )j i i jK U U U U= − − , и запишем (2.1) в виде
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Изменение  кинетической энергии  сталкивающихся частиц mi и mj определим как
2
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где /( )i j i jm m m m m= + – приведенная масса.
Следовательно, изменение кинетической энергии частиц mi и mj за счёт их вза-

имного столкновения равно

2 2(1 )
2i j
mE E E V KΔ = Δ + Δ = − − . (2.4)

Это диссипативная часть энергии. При К = 1, ΔE = 0 – случай упругого столк-

новения, при К = 0, 2

2
mE VΔ = −  – случай, предусматривающий коагуляцию жид-

ких частиц.

3. Статистика столкновений.

Частица im  столкнувшись с частицей jm  «рассеется» в заданный интервал

углов , dϕ ϕ+ ϕ , если она находится в определенном интервале прицельного рас-
стояния. Введем эффективное сечение рассеяния, выражение которого имеет вид
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2( ) sin
2 i jd r rπ

σ = + ϕ  dϕ .

Интегрируя по всем углам, найдем, что полное сечение рассеяния 2( )i jr rσ = π + .
Частица массы mi в единицу времени столкнётся с частицей mj, если эти час-

тицы находятся в объёме i jd d U Uτ = σ − . Число столкновений, определенных

промежутком масс [ , ],[ , ]i i i j j jm m dm m m dm+ +  и скоростей [ , ],i i iU U dU+

[ , ]j j jU U dU+ , равняется

2
, , , ,( ) sin ( , ) ( , )

2 i j i j i i i j j j i i j jr r U U d f m U x t f m U x t dm dU dm dUπ
+ − ϕ ϕ . (2.5)

Для частиц i-й фракции, с использованием соотношений (2.2) и (2.5), измене-
ние импульса за счёт столкновений со всевозможными частицами можно записать
в виде
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i j i i j j j j

m f m U x t U mVK mV r r

U U f m U x t f m U x t d dU dm

∞∞ π π
Δ = ϕ− + ×
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∫ ∫ ∫ (2.6)

Здесь индекс «j» относится не к фиксированной частице, а ко всему ряду рассмат-
риваемых частиц.

Как и раньше, представим скорость частиц в виде суммы средней и пульсацион-
ной составляющих, проинтегрируем соотношение (2.6) по всем скоростям и углам
рассеивания, в результате изменение импульса для частиц i-й фракции запишем как

0
0

( ( , , , ) ) ( ) ( )i i i i ij i j jm f m U x t U mV k f m f m dm
∞

Δ ≅ −∫ .  (2.7)

Здесь 2 2
0 0( ) 4 ' 'ij i j i j i i ik r r U U r U U= π + − + π  – последний член учитывает

столкновение частиц внутри фракции.
Изменение кинетической энергии частиц i-й фракции за счёт столкновения их с

остальными частицами рассматриваемого ансамбля запишем следующим образом:
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здесь 0 0 0i jV U U= − ; 0 0
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i i j j
ц
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m U m U
V

m m
+

=
+

.

Таким образом, подставляя соответствующий признак частицы в уравнение
переноса (1.3), записывая интегралы столкновений в виде (2.7), (2.8) и задав силу

iF , получим систему уравнений, которая описывает макроскопические свойства и
поведение ансамбля твердых частиц. Система уравнений для несущей среды не
приводится, так как она определяется условиями решаемой задачи.

Заключение

Предлагаемая математическая модель может быть использована при рассмот-
рении двухфазных течений, в которых дискретная фаза является разряженной, т.е.
учитывается только парные столкновения. Вопрос ограничения цепочки момент-
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ных уравнений решается исходя из конкретной физической задачи. Так, при рас-
смотрении течения продуктов сгорания металлизированных топлив в плазмотро-
нах, МГД-генераторах и ракетных двигателях как для жидких, так и для твердых
частиц оксидов металлических присадок достаточно использовать моменты вто-
рого порядка.
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