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СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

В данной статье построена оценка семивариограммы стационарного в узком
смысле т-зависимого двумерного случайного поля с дискретным временем.
Получены выражения для математического ожидания и дисперсии иссле-
дуемой статистики. Найдено предельное распределение изучаемой оценки
семивариограммы.
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В настоящее время для исследования задач геологии, гидрологии, метеороло-
гии, экологии и других областей знаний наряду с использованием классических
методов теории случайных процессов, статистического анализа временных рядов
возникла необходимость разработки и применения новых методов.

Вариограммный анализ представляет собой сравнительно новый раздел стати-
стического анализа временных рядов, применяемый для исследования таких за-
дач. Вариограмма является одной из основных характеристик случайных процес-
сов и полей во временной области.

За последние десятилетия значительно увеличился интерес к исследованию
статистических свойств оценок вариограммы. Это можно объяснить тем, что
оценки несут полезную и необходимую информацию о внутренней структуре
процессов и полей.

Асимптотические распределения оценок вариограммы стационарных в широ-
ком смысле случайных процессов с дискретным и непрерывным временем нахо-
дились, например, в [1, 2]. Статистические свойства оценки вариограммы гаус-
совского случайного процесса исследовались в статье [3]. Данная работа посвя-
щена нахождению предельного распределения оценок семивариограммы стацио-
нарного в узком смысле случайного поля.

Введем определения [4], которые понадобятся нам в дальнейшем.
Определение. Вариограммой k-мерного случайного поля Х(s), s ∈ Zk , Z = {0,

±1, ±2, …}, k ∈ N, N – множество натуральных чисел, называется функция

2γ(s) = D{X(t + s) – X(t)},

где t, s ∈ Zk , функция γ(s) – семивариограмма рассматриваемого поля.
Определение. Бивариограммой k-мерного случайного поля Х(s), s ∈ Zk , назы-

вается функция вида

β(s1, s2, s3) = 0,25 М{(Х(s1 + t) – Х(t))2 (Х(s3 + t) – Х(s2 + t))2},

где s1, s2, s3, t ∈ Zk .
Определение. Случайное поле Х(s), s ∈ Nk, называется т-зависимым, т, k ∈ N,

если Х(s1), s1 ∈ С, и Х(s2), s2 ∈ D независимы для любых подмножеств С и D мно-
жества Nk , для которых выполняется условие
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d(C, D) > m,

где d(C, D) = inf {|| s1 – s2 ||}, s1 ∈ С, s2 ∈ D,
|| s || = max {| s(i) |, i = 1, …, k},  s = (s(1), s(2), …, s(k)) ∈ Nk.

Заметим, что в случае k = 1 вышеуказанные определения соответствуют одно-
мерному случайному процессу.

Рассмотрим стационарное в широком смысле m-зависимое случайное поле
X(t), t ∈ Z2, с нулевым математическим ожиданием и ковариационной функцией
RX(t), t ∈ Z2, m ∈ N.

Пусть имеется выборка  Х(t(1), t(2))  объема  п2, п ∈ N, п >> т, двумерного поля
Х(t), t ∈ Z2, в точках

(1) (2) ( ){( ,   ),    1, ,    1,  2}jQ t t t n j= = = .

Обозначим 
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= ∑ . Докажем вспомогательный результат.

Лемма 1. Дисперсия статистики  Хп  удовлетворяет следующему соотноше-
нию:
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где  RX(t(1), t(2)),  t(1), t(2)∈Z – ковариационная функция случайного поля Х(t), t ∈ Z2.
Доказательство. Используя определение дисперсии, стационарность рас-

сматриваемого поля, запишем
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Сделаем замену переменных суммирования: t – s = t, s = s, где t = (t(1), t(2)),  s =
(s(1), s(2)). Тогда получим
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В силу того, что случайное поле Х(t), t ∈ Z2, является m-зависимым, m << n,
имеем
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что и требовалось доказать.
Рассмотрим т-зависимое стационарное в узком смысле случайное поле Y(t),

t ∈ Z2, с нулевым математическим ожиданием, конечным вторым моментом, не-
известными семивариограммой  γ(t), t ∈ Z2,  и  бивариограммой  β(t1, t2, t3),  t1, t2,
t3 ∈ Z2.

Для фиксированных  n ∈ N  и вектора (1) (2)( ,  ),   h h h= имеющего направление

одной из координатных осей, где (1) (2),  0, 1h h n= − , обозначим
2( ( ) ( ))( )

2 ( )
h Y t h Y tT t

N h
+ −

= , (2)

где (1) (2) ( ) ( )( ,   ),   1, ,j jt t t t n h= = −  j = 1, 2,  N(h) = (п – h(1))(п – h(2)).

Теорема 1. Случайное поле (1) (2) ( ) ( )( ),   ( ,   ),    1, ,h j jT t t t t t n h= = −   j = 1, 2,
(1) (2),  0, 1h h n= − , n ∈ N, вида (2) является (m + |h|)-зависимым, где |h| – длина

вектора (1) (2)( ,  )h h h= .
Доказательство. Из определения т-зависимого k-мерного случайного поля

вытекает, что 1( )hT t  и 2( )hT t  независимы, если

1 2( , )d t t m> ,

1 2( , )d t h t m+ > ,

1 2( , )d t t h m+ > ,

1 2( , )d t h t h m+ + > .

Объединяя полученные условия, имеем 1 2( , ) | |d t t m h> + , т ∈ N. Теорема до-
казана.

Теорема 2. Поле (1) (2) ( ) ( )( ),   ( ,   ),    1, ,h j jT t t t t t n h= = −  j = 1, 2,  (1) (2),h h =

0, 1n= − , n ∈ N,  является стационарным в узком смысле.
Доказательство. В силу определения l-мерной функции распределения слу-

чайного поля ( )hT t , учитывая равенство (2), запишем
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xi ∈ R, ti ∈ Z2, 1,i l= , τ ∈ Z2.
Поскольку Y(t), t ∈ Z2, стационарное в узком смысле случайное поле, то
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Таким образом, получаем требуемое.
Заметим, что поле (1) (2) ( ) ( )( ),   ( ,   ),    1, ,h j jT t t t t t n h= = −  j = 1, 2,  (1) (2),h h =

0, 1n= − , n ∈ N, является также стационарным в широком смысле. В силу опреде-
ления вариограммы случайного поля Y(t), t ∈ Z2,

2{( ( ) ( )) } ( ){ ( )}
2 ( ) ( )

h M Y t h Y t hM T t
N h N h

+ − γ
= = .

Покажем, что для поля ( )hT t  существует момент второго порядка. Из опреде-

ления бивариограммы, учитывая явный вид (2) поля ( )hT t , имеем

4 2 2( ,  0,  ) 0,25 { ( ) ( )} ( ) { ( )} .hh h M Y t h Y t N h M T tβ = + − =

Пусть для фиксированных n ∈ N и (1) (2)( ,  ),   h h h= где (1) (2),  0, 1h h n= − , вы-

полняется условие 2
( ,0, )

( )
h h

N h
β

< ∞ , тогда M{ ( )}hT t < ∞ .

Отсюда и из утверждения теоремы 2 вытекает, что ( )hT t  является стационар-
ным в широком смысле случайным полем.

В качестве оценки семивариограммы двумерного случайного поля Y(t), t ∈ Z2,
рассмотрим статистику
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построенную по выборке (1) (2)( ) ( ,   )i i iY t Y t t= , ( ) 1,j
it n= , 21,  2,     1, ,j i n= =  п ∈ N,

случайного поля  Y(t), t ∈ Z2, причем ,       i it t h Q+ ∈ , h имеет направление одной
из координатных осей.

Нетрудно видеть, что ˆ{ ( )} ( )M h hγ = γ . Найдем выражение для момента второго
порядка статистики (3).

Лемма 2. Дисперсия оценки семивариограммы ˆ( )hγ  вида (3) удовлетворяет
соотношению

( )

| | ( )2
(1) 2

( )
1( | |)

1,2

| |ˆ{ ( )} ( ) ( ,   t ) (1 )
k

m h l
( )

l
lt m h

k

tD h N h R t
n h

+

==− +
=

γ = −
−

∑ ∏ , (4)

где R(t(1), t(2)),  t(1), t(2) ∈ Z, – ковариационная функция поля ( )hT t , t = (t(1), t(2)),
( ) ( )1, ,j jt n h= −  j = 1, 2, (1) (2),  0, 1h h n= − ,  n ∈ N.
Доказательство. Используя определение дисперсии, стационарность рас-

сматриваемого поля, запишем
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где (1) (2)( ,   )i i it t t= , R(t), t ∈ Z2, – ковариационная функция поля ( )hT t  вида (2).
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Поскольку ( ) ( )1, ,j jt n h= −  j = 1, 2,  то по аналогии с доказательством леммы 1
дисперсию оценки (3) семивариограммы можно представить в виде
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Сделаем замену переменных суммирования: ti – tj = t,  tj = s, где  t = (t(1), t(2)),
s = (s(1), s(2)).
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Учитывая утверждение теоремы 1, имеем
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что и требовалось доказать.

Замечание. Если имеет место соотношение 
( )

1,2

| ( ) |
jt

j

R t
+∞

=−∞
=

< ∞∑ , t = (t(1), t(2)), то

легко показать, что 
( )

ˆlim { ( )} 0
N h

D h
→∞

γ = .

В силу соотношения ˆ{ ( )} ( )M h hγ = γ  и вышеуказанного замечания, получаем,
что ˆ( )hγ  является состоятельной в среднеквадратическом смысле оценкой для
семивариограммы γ(h), h ∈ Z2, случайного поля Y(t), t ∈ Z2.

Найдем предельное распределение статистики (3). Обозначим  через D⎯⎯→
сходимость по распределению.

Теорема 3. Оценка семивариограммы ˆ( )hγ  вида (3) удовлетворяет предельно-
му соотношению

ˆ( ) ( ) (0,1)
ˆ{ ( )}

Dh h N
D h

γ − γ
⎯⎯→

γ
   при   N(h) → ∞,

где γ(h), h ∈ Z2, – семивариограмма случайного поля Y(t), t ∈ Z2, а дисперсия
ˆ{ ( )}D hγ  задана равенством (4).
Доказательство непосредственным образом вытекает из утверждения теоре-

мы работы [4, с. 191].
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