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О СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ,

СОДЕРЖАЩЕГО КВАДРАТ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА И
 НЕЛИНЕЙНОЕ ОТРАЖАЮЩЕЕ ОТКЛОНЕНИЕ

Рассматриваются вопросы однозначной разрешимости смешанной задачи
для нелинейного дифференциального уравнения, содержащего квадрат ги-
перболического оператора и нелинейное отражающее отклонение. С помо-
щью нелинейного метода ряда Фурье задача сводится к изучению счетной
системы нелинейных интегральных уравнений. Доказывается сходимость
полученного ряда.
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1. Постановка задачи
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Отметим, что в работах [1,2] изучены краевые задачи для однородных и ли-
нейных дифференциальных уравнений в частных производных третьего и четвер-
того порядков. В работе [3] обосновано применение метода разделения перемен-
ных к смешанным задачам для линейных дифференциальных уравнений в част-
ных производных второго порядка.

В данной работе используется другая методика применения метода разделения
переменных: ищем решение смешанной задачи (1) – (3) в виде ряда Фурье. Обыч-
ная методика разделения переменных в случае уравнения (1) не применима, т.е.
переменные в этом уравнении не разделяются. А применение ряда Фурье позво-
ляет нам в отличие от других работ (напр.см. [3,4]) отказываться от непрерывной
дифференцируемости правой части уравнения (1). Кроме того, такой подход по-
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зволяет нам с помощью интегрального тождества свести смешанную задачу к
счетной системе нелинейных интегральных уравнений, однозначная разреши-
мость которой легко доказывается методом последовательных приближений.

2. Сведение решение смешанной задачи
к счетной системе нелинейных интегральных уравнений

Решение данной задачи (1) – (3) ищем в виде ряда Фурье [5]:
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данное множество становится линейным векторным пространством. Берем те
элементы этого векторного пространства, которые удовлетворяют условию
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Для каждого элемента  ( ) ( )pa t B T∈
G  определим оператор Q следующим

образом:
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Определение. Если функция ( , ) ( )pu t x E D∈  удовлетворяет следующему ин-
тегральному тождеству:
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для любого ( ),( , ) ,k pt x W DΦ ∈ то функция ( , )u t x  называется решением смешан-
ной задачи (1) – (3).

Согласно определению, решение задачи (1) – (3) разлагается в ряд Фурье по
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Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

1. Функция ( ), , ,f t x u ϑ  непрерывна.
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Тогда коэффициенты Фурье ( )na t  решения смешанной задачи (1) – (3) по

собственным функциям ( )nb x  удовлетворяют следующей счетной системе нели-
нейных интегральных уравнений:
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Доказательство. Согласно определению решения смешанной задачи (1) – (3),
имеем
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Отсюда, интегрируя по частям и учитывая свойство обобщенного решения,
имеем
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Так как ( )g t  любая функция, удовлетворяющая вышеуказанным условиям, то
( )na t  имеет обобщенные производные третьего порядка по t  в смысле Соболева
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Решая систему (8) методом вариации произвольных постоянных, получим
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3. Однозначная разрешимость счетной системы
нелинейных интегральных уравнений
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⎝∫ ∫
G G

1 0
2 ( )
( , ) ( ) ( )

pB t
h s x a s a s d x d s⎞+∆ ⋅ − ⋅ − ≤⎟

⎠
G G

21
3

1 2 3 ( )
0

( , ) , ( , ) ,
p l

t
q

L DM M l M h s x d s t x D
⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ ∆ ∈
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ (12²)

где ( )1 2( , ) ( , ) 2 ( , ) .h s x h s x h s x≡ − + ∆ ⋅ −

Пусть 1( , ) ( , ) ( , ) .
2

h s x h s x h s x≡ +⎡ ⎤⎣ ⎦   Тогда из (12¹) и (12²) получим

2 1
( )

( ) ( )
pB T

U t U t− ≤
G G

21
3

1 2 3 ( )
0

( , ) , ( , ) ,
p l

t
q

L D
M M l M h s x d s t x D

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ∆ ∈
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ (12³)

где { }1 1 1( ) ( ) max ( ) ( ) ; ( ) ( ) .k k k k k kU t U t a t a t a t a t− − −− ≡ − − − −
G G G G G G

Для последующей разности 3 2( ) ( )n na t a t−   из (10) получим следующую оценку:

3 2
( )

( ) ( )
pB T

a t a t− ≤
G G 2 2 1

1 2 3 1 ( )
0 0

( , ) 2 ( ) ( )
p

t l

B t
M M M h s x a s a s⎛ − +⎜

⎝∫ ∫
G G

2 1
2 ( )
( , ) ( ) ( ) .

pB t
h s x a s a s d x d s⎞+∆ ⋅ ⋅ − − − ⎟

⎠
G G (13¹)

В неравенстве (13¹)  t  меняем на –t  и   s на –s. Тогда имеем

3 2
( )

( ) ( )
pB T

a t a t− − − ≤
G G 2 2 1

1 2 3 1 ( )
0 0

( , ) 2 ( ) ( )
p

t l

B t
M M M h s x a s a s⎛− − − − +⎜

⎝∫ ∫
G G

2 1
2 ( )
( , ) ( ) ( ) .

pB t
h s x a s a s d x d s⎞+∆ ⋅ − ⋅ − ⎟

⎠
G G (13²)
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С учетом  (12³) из (13¹) и (13²) получим следующую оценку:

3 2
( )

( ) ( )
pB T

U t U t− ≤
G G 2 2 1

1 2 3 ( )
0 0

( , ) ( ) ( )
p

t l

B t
M M M h s x U s U s d x d s− ≤∫ ∫

G G

1
1

2 2 1
1 2 3 ( )

0 0

( , ) ( ) ( )
p

t l ppq
B t

M M M l h s x d x U s U s d s
⎧ ⎫⎪ ⎪≤ − ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫
G G

2

31 ( )
5 0

1 2 3

( , )

2!
p l

t

L D
q

h s x d s
M M l M

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟≤ ∆

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
.

Продолжая этот процесс для произвольного натурального числа k , аналогич-
ным образом получим

1
( )

( ) ( )
p

k k
B T

U t U t+ − ≤
G G

11 ( )
2 1 0

1 2 3

( , )
.

!
p l

kt
k

L D
kq

h s x d s
M M l M

k

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟ ∆

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
(14)

Далее, в силу (14) имеем

1
( )

( ) ( )
p

k
B T

U t U t+− ≤
G G 2 1

1 2 3 ( )
0 0

( , ) ( ) ( )
p

t l
k

B t
M M M h s x U s U s d x d s+− +∫ ∫

G G

2 1
1 2 3 ( )

0 0

( , ) ( ) ( )
p

t l
k k

B t
M M M h s x U s U s d x d s++ − ≤∫ ∫

G G

11 ( )
2 1 0

1 2 3

( , )

!
p l

kt
k

L D
kq

h s x d s
M M l M

k

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟≤ ∆ +

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

1
2 1

1 2 3 ( )( )
0

( , ) ( ) ( ) .
pp l

t
kq

B tL D
M M M l h s x U s U s d s++ −∫ (15)

Применяя к (15) неравенство типа Гронуолла – Беллмана, получим

1
( )

( ) ( )
p

k
B T

U t U t+− ≤
G G

11 ( )
2 1 0

1 2 3

( , )

!
p l

kt
k

L D
kq

h s x d s
M M l M

k

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟ ∆ ×

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

1
2

1 2 3 ( )
0

exp ( , ) .
p l

t
q

L D
M M M l h s x d s

⎧ ⎫⎪ ⎪× ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
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Так как
1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,

p p

k k k k
B T B T

a t a t U t U t+ +− ≤ −
G G

то из оценки (14) следует, что при k → ∞  последовательность функций

{ } 1
( )k

k
a t

∞

=

G сходится равномерно по t  к функции ( ) ( )pa t B T∈
G . Отсюда следует

существование решения системы (5). Покажем единственность этого решения в
пространстве ( )pB T . Пусть счетная система нелинейных интегральных уравне-

ний (5) имеет два решения: ( ) ( )pa t B T∈
G  и ( ) ( )pt B Tϑ ∈

G
. Тогда для их разности

получим

( )( ) ( )
pB TU t V t− ≤

1
2

1 2 3 ( )( )
0

( , ) ( ) ( ) ,
pp l

t
q

B tL D
M M M l h s x U s V s d s−∫ (16)

где { }( ) ( ) max ( ) ( ) ; ( ) ( ) .U t V t a t t a t t− ≡ − ϑ − − ϑ −
G GG G G

 Применяя к (16) неравенство типа Гронуолла – Беллмана, имеем, что

( )
( ) ( ) 0

pB T
a t t− ϑ =

GG  для всех [ ]0; .t T∈  Отсюда следует единственность реше-

ния счетной системы (5) в пространстве ( )pB T .

4. Однозначная разрешимость смешанной задачи (1) – (3)

Подставляя счетную систему нелинейных интегральных уравнений (5) в ряд
(4), получим формальное решение смешанной задачи (1) – (3):

1
( , ) ( )n

n
u t x t

∞

=

⎡= ω +⎢⎣
∑

( )
0 0

1 , , ( ) , ( ( , , ( ))) ( ) ( , ) ( ).
t l

n n n
n

f s x Q a s Q a s x Q a s b x G t s d x d s b x
⎤

+ δ − ⋅ ⋅⎥
λ ⎥⎦

∫ ∫
G G G (17)

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2. Если ( ) ( )pa t B T∈
G  являет-

ся решением счетной системы (5), то ряд (17) будет решением смешанной задачи
(1) – (3).

Доказательство.  Так как ( ) ( )pa t B T∈
G , то из равенства

1
lim ( , ) lim ( ) ( ) ( , )

k
k

n nk k n
u t x a t b x u t x

→∞ →∞ =
= ⋅ =∑

следует, что

( )lim , , ( , ) , ( ( , , ( , )) , )k k k
k

f t x u t x u t x u t x x
→∞

δ − =

( ), , ( , ) , ( ( , , ( , )) , )f t x u t x u t x u t x x= δ − (18)

в смысле метрики ( ) .pL D
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Строим последовательность функций:

{
0 0

( , ) 2
t l

k
k s s s s s s x x x x x xP u s x ⎡ ⎤= Φ − Φ + Φ −⎣ ⎦∫ ∫

( ) }, , ( , ) , ( ( , , ( , )) , ) ( , )k k kf s x u s x u s x u s x x s x d x d s− δ − ⋅Φ −

1
0 0

2
l

k
t t t t x x

t

d x
=

⎡ ⎤− ϕ Φ − Φ +⎣ ⎦∫

[ ]2 3 4
0 0 00 0 0

2 .
l l l

k k k
t t x x t

t t t

d x d x d x
= = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ϕ Φ − Φ − ϕ Φ − ϕ Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ (19)

Покажем, что при k → ∞  (19) есть интегральное тождество (6), т.е.
lim 0 .kk

P
→∞

=  Интегрируя по частям отдельные слагаемые в (19) и учитывая усло-

вия теоремы и начальные условия

1 2 3 4(0) , '(0) , ''(0) , '''(0) ,n n n n n n n na a a a= ϕ = ϕ = ϕ = ϕ

имеем

1 1
10 0

( ) ( ) 2
l k

k n n t t t t x x
n t

P x b x d x
= =

⎛ ⎞
⎡ ⎤= ϕ − ϕ Φ − Φ −⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎝ ⎠
∑∫

2 2
10 0

( ) ( ) 2
l k

n n t t x x
n t

x b x d x
= =

⎛ ⎞
⎡ ⎤− ϕ − ϕ Φ − Φ +⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎝ ⎠
∑∫

[ ]3 3 4 4
1 10 00 0

( ) ( ) ( ) ( )
l lk k

n n t n n
n nt t

x b x d x x b x d x
= == =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎡ ⎤+ ϕ − ϕ Φ − ϕ − ϕ Φ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫

( )
10 0 0

( , ) , , ( ), ( ( , , ( ))) ( )
t l lk

n
n

s x f s y Q a s Q a s y Q a s b y d y
=

⎧⎪+ Φ δ − ⋅ −⎨
⎪⎩

∑∫ ∫ ∫
G G G

( )}, , ( ), ( ( , , ( ))) ( ) .nf s x Q a s Q a s x Q a s b x d x d s− δ − ⋅
G G G (20)

Очевидно, что первые три интеграла в (20) стремятся к нулю при k → ∞ , так как
( ) ( ) .i p lx L Dϕ ∈  Сходимость разности двух последних интегралов в (20) при

k → ∞  следует из (18). Отсюда следует, что lim 0 .kk
P

→∞
=  Это и доказывает теорему.
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Yuldashev Т. К. ON A MIXED VALUE PROBLEM FOR A NONLINEAR PARTIAL DIFFER-
ENTIAL EQUATION CONTAINING A SQUARED HYPERBOLIC OPERATOR AND NON-
LINEAR REFLECTING DEVIATION. In this paper we consider the questions of one-valued
solvability of the mixed problem for a nonlinear partial differential equation containing a squared
hyperbolic operator and nonlinear reflecting deviation. Using the Fourier nonlinear method, we
obtain a countable system of nonlinear integral equations. It is proved that the obtained series
converges.

Keywords: quadrate of hyperbolic operator, reflecting deviation, countable system of nonlinear
integral equations, general derivatives, convergence of series.
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