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В статье доказывается, что для бесконечномерных пространств Сp(X),  Lp(Y)
или нормированного пространства Е никакое из этих трех пространств нель-
зя линейно гомеоморфно вложить в другое в качестве дополняемого под-
пространства.
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Для вполне регулярного топологического пространства X символом Cp(X) обо-
значаем пространство непрерывных функций из X в \ с топологией поточечной
сходимости. Через Lp(X) обозначается топологическое сопряжённое к Cp(X), т.е.
совокупность всех линейных непрерывных функционалов, также наделенная то-
пологией поточечной сходимости. Известно [1], что сопряженным к Lp(X) являет-
ся Cp(X). В данной статье мы даем отрицательный ответ на следующие вопросы (в
случае бесконечности пространства Х):

1. Можно ли пространство вида Cp(X) вложить в Lp(Y) для некоторого Y в каче-
стве дополняемого подпространства?

2. Можно ли пространство вида Lp(X) вложить в Cp(Y)для некоторого Y в каче-
стве дополняемого подпространства?

Напомним, что для топологического векторного пространства Е подпростран-
ство L называется дополняемым, если существует линейная непрерывная проек-
ция Е на  L.

Очевидна следующая лемма.
Лемма 1. Пусть X  – вполне регулярно и бесконечно. Тогда существует после-

довательность ненулевых функций en , n∈` , в пространстве Cp(X) с дизъюнкт-
ными носителями.

Лемма 2.  Пусть { }:nf n∈` – линейно независимая система в Lp(Y). Тогда

найдётся подсистема { }:
knf k ∈`  и функция 0 ( )px C Y∈ , для которой

( )0 0
knf x ≠  при всех k ∈` .

Доказательство. Введём вначале некоторые обозначения. Носитель функцио-
нала nf  обозначим через nA . Для { }:

knf k ∈`  обозначим { }:
km nB A k m= ≤∪  и

1\m m mD B B −= . Наконец, для конечного множества F Y⊂  и точки y F∈ , пусть
( ) [ ]( ), , 0, 1px y F C Y∈ , ( )( ) ( ) ( ), 1, , 0x y F y x y F y′= =  при всех ,y F y y′ ′∈ ≠ .

В силу линейной независимости системы { }:nf n∈` , найдётся подсистема

{ }:
knf k ∈` , для которой все разности kD  не пусты. Методом математической
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индукции построим последовательности функций ( ) ( )k pkx C Y∈ ⊂` ,

( ) ( )k pkS C Y∈ ⊂` , 2
1 2 12 2

k
k k k

xx
S x

−
= + ε + + ε… , где все { }0, 1kε ∈ , со следующими

свойствами:
(а) ( ) 0

kn kf S ≠ ,

(б) ( ) 0
kn mf x =  при m k> .

Выберем произвольную точку 1 1y B∈  и положим ( )1 1 1 1,S x x y B= = . Далее,
выберем произвольную точку 2 2y D∈  и положим ( )2 2 2, ,x x y B=

2
2 1 2 2

x
S x= + ε ⋅ . Здесь 2 0ε = , если ( )

2 1 0nf x ≠ , и 2 1ε = , если ( )
2 1 0nf x = . Тогда

( ) ( )
1 11 1 0n nf x f S= ≠ . Так как ( )

2 2 0nf x ≠ , то, по построению, ( )
2 2 0nf S ≠ . Кроме

того, ( )
1 2 0nf x = . Таким образом, для x1, x2, S1, S2  выполнены условия (а) и (б).

Предположим, что уже выбраны 1, , kx x…  и построены 1, , kS S…  так, что вы-
полнены условия (а) и (б).

Выберем какую-нибудь точку 1 1k ky D+ +∈  и положим ( )1 1 1,k k kx x y B+ + +=  , а

также 1
1 1 2

k
k k k k

x
S S +

+ += + ε ⋅ , где 1 0k+ε = , если ( )
1

0
kn kf S
+

≠ , и 1 1k+ε = , ес-

ли ( )
1

0
kn kf S
+

= . Тогда получим, что ( )1 0
in kf x + =  при i k≤ , и  ( )

1 1 0
kn kf S
+ + ≠ . То

есть условия (а) и (б) выполнены для x1, …, xk+1, S1, …, Sk+1.
Итак, требуемые последовательности построены.

Положим теперь 0 1 1
2 2

k
k k

k

x
x x

∞

−
=

= + ε ⋅∑ . Очевидно, данный ряд состоит из не-

прерывных функций и сходится равномерно на Y. Поэтому функция x0 непрерыв-
на. Заметим, что 0 lim kk

x S
→∞

= .

Пусть теперь m∈`  произвольно, k m> . Тогда ( ) ( )
m mn k n mf S f S=  в

силу условия (б). Так как функционал 
mnf  непрерывен, то

( ) ( ) ( )0 lim 0
m m mn n k n mk

f x f S f S
→∞

= = ≠  по пункту (а). ■

Теорема 3. Если X вполне регулярно и бесконечно, то не существует линейной
непрерывной инъекции ( )pC X  в ( )pL Y .

Доказательство. Пусть, напротив, существует линейная непрерывная инъек-
ция ( ) ( ): p pT C X L Y→ . Обозначим ( )n nf T e= , где функции en имеют дизъюнк-

тные носители, как в лемме 1. Тогда система { }:nf n∈` линейно независима. По

лемме 2, выберем в ней подсистему { }:
knf k ∈` , а также функцию 0 ( )px C Y∈ ,

для которой ( )0 0
knf x ≠  при всех k ∈` . Тогда найдутся скаляры ak, такие, что

( )0 1
kk na f x⋅ =  для каждого k. Но тогда последовательность ( ) ( )

kk n pk
a e C X

∈
⊂

`
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сходится к нулю, а её образ ( ) ( )
kk n pk

a f L Y
∈

⊂
`

при операторе T к нулю не схо-

дится, что противоречит непрерывности отображения T. ■
Следствие 4. Если X вполне регулярно и бесконечно, то пространство Cp(X)

нельзя линейно гомеоморфно вложить в Lp(Y) ни для какого пространства Y.
Следствие 5. Если Х вполне регулярно и бесконечно, то пространство Lp(X) не

является линейно гомеоморфным дополняемому подпространству какого-либо
пространства Cp(Y).

Доказательство. Пусть, напротив, : ( ) ( )p pT L X C Y→  – линейное гомео-

морфное вложение, ( ): ( ) ( ) ( )p p pP C Y T L X C Y→ ⊂  – проектор. Тогда компози-

ция ( ) ( )1 : p pT P C Y L X− →D  – линейная непрерывная сюръекция. Тогда, как хо-

рошо известно, сопряжённое отображение ( ) ( ) ( )1 : ( ) ( )p pT P L X C Y
∗ ∗ ∗− →D  – ли-

нейная непрерывная инъекция. Но ( )( )pL X ∗  канонически изоморфно Cp(X), а

( )( )pC Y ∗  канонически изоморфно Lp(Y). Получили противоречие с теоремой 3. ■

Хорошо известно, что пространство Lp(X) естественным образом вкладывается
линейно гомеоморфно в пространство ( )p pC C X (см. [1]).

Следствие 6. Для бесконечного вполне регулярного пространства Х простран-
ство Lp(X) не дополняемо в пространстве ( )p pC C X .

Для любого Х определим следующий естественный линейный непрерывный
оператор: : ( ( )) ( )p p pS L C X C X→  по формуле

1 1 1 1( ... )( ) ( ) ... ( )n n n nS a y a y x a y x a y x⋅ + + ⋅ = ⋅ + + ⋅ .

«Дуальной формулировкой» следствия 6 является следующее утверждение.
Следствие 7. Не существует линейного непрерывного сечения для оператора

S, то есть такого оператора : ( ) ( ( ))p p pT C X L C X→ , что S TD является тождест-

венным оператором на Cp(X).
Доказательство. Если S TD является тождественным оператором на Cp(X), то

оператор T – линейная непрерывная инъекция Cp(X) в ( )pL Y  при ( )pY C X= . Это

противоречит теореме 3. ■
Для случая банаховых пространств хорошо известна следующая нерешенная

проблема: верно ли, что всякое дополняемое подпространство пространства вида
( )C K линейно гомеоморфно некоторому пространству ( )C L ? Для случая pC -

теории можно сформулировать аналогичную проблему.
Проблема 1. Верно ли, что дополняемое подпространство в Cp(X) изоморфно

некоторому Cp(Y)?
Поскольку пространства Cp(X) и Lp(X) взаимно сопряжены друг с другом, то

эта проблема является эквивалентной следующей проблеме.
Проблема 2. Верно ли, что дополняемое подпространство в Lp(X) изоморфно

некоторому Lp(Y)?
Наконец, рассмотрим вопрос об «ортогональности» класса бесконечномерных

нормированных пространств и пространств вида Cp(X) или Lp(X).
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Ясно, что для бесконечного вполне регулярного пространства Х, пространства
Cp(X) или Lp(X) не могут быть линейно гомеоморфно вложены ни в какое норми-
рованное пространство. В самом деле, любая окрестность нуля в Cp(X) или

( )pL X содержит нетривиальное одномерное векторное подпространство. С дру-

гой стороны, в нормированном пространстве шары не содержат таких подпро-
странств.

Теорема 8. Бесконечномерное нормированное пространство Е нельзя линейно
гомеоморфно вложить ни в какое Cp(X) или Lp(X).

Доказательство. Любая окрестность нуля в Cp(X) или Lp(X) содержит вектор-
ное подпространство конечной коразмерности. Следовательно, Е тоже должно
иметь такие окрестности, что невозможно.
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