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Рассматривается задача оценивания параметров в модели периодической
регрессии с непрерывным временем с шумами, описываемыми негауссов-
ским процессом Орнштейна – Уленбека, по наблюдениям в дискретные мо-
менты времени. Предлагаются улучшенные оценки неизвестных параметров
регрессии, превосходящие по среднеквадратической точности оценки по ме-
тоду наименьших квадратов. Получены явные формулы для минимального
выигрыша в среднеквадратическом риске. Устанавливается асимптотическая
минимаксность оценок при неограниченном росте числа периодов и частоты
наблюдений процесса.
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1. Введение

Рассмотрим регрессионную модель с непрерывным временем, определяемую
стохастическим дифференциальным уравнением
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dy t dt d t n
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= θ ϕ + ξ , ≤ ≤ ,∑ (1)

где 1( )d ′θ = θ ,...,θ  – вектор неизвестных параметров из открытого ограниченного

множества dΘ ⊂ \  (штрих обозначает транспонирование), n – число периодов
наблюдения; 1( )j j d≤ ≤ϕ  – система 1-периодических R→R функций, ортонормиро-

ванных в пространстве 2[0 1],L и удовлетворяющих условию Липшица с постоян-
ной L:

( ) ( )j jt s L t s| ϕ −ϕ |≤ | − | . (2)

Предположим, что шум 0( )t t≥ξ  является квадратично интегрируемым семимар-
тингалом с неизвестным условно-гауссовским распределением относительно не-
которой σ-алгебры G, таким, что для любой функции 2[0 ]f n∈ ,L  определен сто-
хастический интеграл

0
( )

n
n t tI f f d= ξ ,∫ (3)

обладающий свойствами
2 2

0
( ) 0 и ( )

n
Q n Q n Q tI f I f f dt= ≤ σ ,∫E E (4)

где QE  – усреднение по распределению Q  помехи 0( )t t≥ξ ; 0Qσ >  – постоянная.

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 09-01-00172-а.
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Распределение помехи Q  неизвестно и принадлежит некоторому параметриче-

скому классу распределений nQ∗  в пространстве Скорохода [0 ]n,D .
Предположим, что процесс (1) доступен наблюдению только в дискретные

моменты времени
0jt j p j np= / , = , , (5)

где p – целое положительное число, определяющее частоту наблюдений.
Задача состоит в том, чтобы оценить вектор неизвестных параметров θ  по на-

блюдениям процесса 0( )
jt j npy ≤ ≤  при некоторых общих условиях на функцию ус-

ловной ковариации cov( )t sξ ,ξ |G  шума tξ .
Важным примером семимартингального шума 0( )t t≥ξ  является негауссовский

процесс Орнштейна – Уленбека с импульсными возмущениями:
,t t td a dt duξ = ξ + (6)

где а≤0, 0( )t tu ≥  – однородный процесс Леви

1 2t t tu w z= + ,� � (7)

представляющий собой смесь стандартного броуновского движения 0( )t tw ≥  и со-
ставного пуассоновского процесса 0( )t tz ≥ , определяемого равенством

1

tN

t j
j

z Y
=

= ,∑ (8)

где 0( )t tN ≥  – однородный пуассоновский процесс с интенсивностью 0λ > , а

1( )j jY ≥  – последовательность н.о.р. гауссовских случайных величин с параметра-

ми (0,1). Параметры шума 1 2 a, ,� �  и λ  неизвестны.
Процесс (6) является квадратично интегрируемым семимартингалом, который

имеет условно-гауссовское распределение относительно σ-алгебры G { 0}tN t= σ , ≥ ,
порожденной пуассоновским процессом, с нулевым средним и функцией услов-
ной ковариации cov( )t sξ ,ξ |G , зависящей от мешающих параметров 1 2a, ,� �  и λ .
Известно [3], что негауссовский процесс Орнштейна – Уленбека (4) успешно ис-
пользуется при моделировании помех с различными структурными зависимостя-
ми и существенными отклонениями от гауссовости. Выбор параметров шума дает
возможность описывать различные воздействия импульсного типа.

Регрессионная модель (1) применяется при обработке сигналов [2] и описании
эволюции стоимостей активов на финансовых рынках с непрерывным временем
типа Блэка – Шоулса, допускающих скачкообразные изменения [1, 3].

Задача оптимального оценивания функции регрессии в параметрической мо-
дели типа (1), а также в непараметрической постановке подробно исследована в
случае белого гауссовского шума tξ  [2].

Цель работы – построить оценки неизвестных параметров функции регрессии
в (1), имеющие более высокую среднеквадратическую точность по сравнению с
обычными оценками наименьших квадратов (МНК), а также получить явные
формулы для минимального выигрыша в риске.
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При выборе оценок функции регрессии по дискретным наблюдениям исполь-
зуется подход, восходящий к работе Джеймса и Стейна [4], в которой установле-
но, что если в задаче оценивания векторного параметра 1( )d ′θ = θ ,...,θ  в регресси-
онной модели

Y = θ+ ξ (9)

со стандартным гауссовским шумом ξ∼N(0,Id) вместо оптимальной несмещенной

оценки МНК ˆ Yθ =  использовать смещенную оценку вида

21 c Y
Y

⎛ ⎞
θ = − ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
�

& &
(10)

то можно подобрать число c>0 так, что среднеквадратический риск оценки

2 2 2

1
( )

d

i
i

R x xθ
=

θ,θ = θ− θ , = ∑� �& & & &E

будет строго меньше, чем оценки МНК θ̂ . Оценки типа (10) стали называть
улучшенными. В дальнейшем метод построения улучшенных оценок Джеймса –
Стейна был развит для общей гауссовской модели (9) с известной [5 – 8] и неиз-
вестной ковариационной матрицей шума [9 – 11]. В [12] были исследованы улуч-
шенные оценки параметров регрессионных моделей с дискретным временем и с
шумами, имеющими сферически симметричные распределения.

Рассматриваемая задача построения улучшенных оценок для вектора неиз-
вестных параметров 1( )d ′θ = θ ,...,θ  процесса (1) по дискретным наблюдениям

0( )
jt j npy ≤ ≤  связана, как показано в разделе 2, с оцениванием параметра θ  в моде-

ли типа (9), в которой, однако, шумы являются только условно-гауссовскими,
причем характеристики условного распределения неизвестны. Для такой схемы
наблюдений предлагается вместо (10) использовать оценку вида

* 1 c Y
Y

⎛ ⎞θ = − ,⎜ ⎟
⎝ ⎠& &

которая – в отличие от (10) – позволяет построить улучшенную по точности оцен-
ку для вектора θ  в модели (1) по наблюдениям процесса в дискретные моменты
времени (5), а также получить явные формулы для выигрыша в среднеквадратиче-
ской точности в модели (1) с общим условно-гауссовским шумом (теорема 1) и с
негауссовским шумом типа Орнштейна – Уленбека (теорема 2).

В разделе 4 устанавливается асимптотическая минимаксность в смысле роба-
стного риска предложенных оценок при неограниченном росте числа периодов n
и частоты p наблюдений процесса (1). В приложении приводятся доказательства
некоторых вспомогательных результатов.

2. Выбор оценки. Основные результаты для модели
с семимартингальным шумом

В данном разделе задача оценки параметров 1( )d…θ , ,θ  по дискретным наблю-
дениям процесса 0( )

jt j npy ≤ ≤  в модели (1) с общим семимартингальным шумом,

имеющим условно-гауссовское распределение, сводится к оцениванию тех же па-
раметров в схеме регрессии с дискретным временем и условно-гауссовскими шу-
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мами. Основная трудность оценивания в результирующей схеме регрессии связа-
на с тем, что шумы в ней имеют смещение, зависящее от частоты наблюдений и
неизвестных параметров, а также неизвестную условную ковариационную функ-
цию.

Поскольку распределение шума tξ  в уравнении (1) неизвестно, для оценива-
ния неизвестных параметров естественно использовать метод наименьших квад-
ратов. В случае, когда процесс (1) допускает непрерывное наблюдение, оценки jθ

МНК по n периодам определяются формулами

1 0

1ˆ ˆ ˆ ˆ( ,..., )    ( )
n

d j tj t dy
n

′θ = θ θ , = ϕ .θ ∫
Оценка МНК вектора 1( )d… ′θ = θ , ,θ  по дискретным данным 0( )

jt j npy ≤ ≤  зависит

от частоты дискретов p и имеет вид

1 0

1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ) ( ))   ( ) ( )
n

j p tp p d p j pn n n n t dy
n ,, , ,′= ,..., , = ψ ,θ θ θ θ ∫ (11)

где 
1( ]1( ) ( )1 ( )

k k

np
j p j k t tkt t t

−, ,=
ψ = ϕ∑ , т.е.

1

1ˆ ( ) ( )   1
k

np

j k tj p
k

n t y j d
n,

=
= ϕ ∆ , = , .θ ∑ (12)

Используя уравнение (1), находим

1
1

1 ( ) ( )   
k k k k k

d

t i i k k t t t t
i

y t h
p −

=
∆ = θ ϕ + θ + ∆ξ ; ∆ξ = ξ − ξ ,∑ (13)

11
( ) ( ( ) ( ))k

k

d t
k i i i kt

i
h u t du

−=
θ = θ ϕ −ϕ .∑ ∫

Подставляя (13) в (12), получаем
1 2ˆ ( ) ( )pp n n n− /= θ + ζ ,θ (14)

где 1( ) ( ( ) ( ))p p d pn n n, , ′ζ = ζ ,...,ζ  – вектор шумов с координатами

1

1 2 1 2

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ( ) ( ))k

k

j p j p n j p
pd t

j p i i j k jt
i k

n n H n I

H u t u du
−

/ − /
, , ,

,
= =

ζ = θ + ψ ;

θ = θ ϕ ϕ −ϕ ,∑ ∑ ∫
а функционал ( )nI f  определен в (3). Вектор шумов ( )p nζ  в уравнении (14), в си-

лу условий на шумовой процесс tξ  в модели (1), является условно-гауссовским
относительно σ-алгебры G с неизвестным вектором средних значений

1( ) ( ( ) ( ))p p d pH H … H, , ′θ = θ , , θ  и неизвестной случайной ковариационной матрицей

( ) cov( ( ) ( ) )p n p pV n n, ′:= ζ ζ | .G G (15)

Принимая во внимание, что неизвестный параметр 1( )d… ′θ = θ , ,θ  в (1) удовле-
творяет уравнению (14), предлагается в качестве его оценки использовать оценку
вида
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ˆ( ) 1 ( )
ˆ ( )p p

p

cn n
n

∗ ⎛ ⎞
θ = − ,⎜ ⎟θ⎜ ⎟θ⎝ ⎠& &

(16)

где c – некоторая положительная постоянная [13].
Такой выбор оценки, как показано ниже, дает возможность контролировать

среднеквадратическую точность оценивания при определенных условиях на ус-
ловную ковариационную матрицу шума ( )p nζ .

Предположим, что:
(C1) максимальное собственное значение матрицы ( )p nV , GE  ограничено свер-

ху, т.е.

max ( ( ))p nV ∗
,λ ≤ λ ,GE

где ∗λ  – положительная постоянная;
(C2) существует положительная постоянная κ , такая, что

maxtr ( ) ( ( )) п нp n p nV V, ,− λ ≥ κ . .G G

При изучении свойств оценки (16) нам потребуются следующие обозначения
ˆ( ) ( ( ) ) ( ( ) )p p pR n R n∗∆ θ := θ ,θ − ,θ ;θ (17)

1
n

d n∗
γ = ,

α + λ /
(18)

где (1 ( 3 ))Ld pα = + / β  и sup{ : }β = θ θ∈Θ& & .
Нижнюю границу для величины уменьшения среднеквадратического риска
( )p∆ θ  при переходе от оценки МНК (11) к модификации оценки Джеймса –

Стейна (16) дает следующая теорема.
Теорема 1.  Пусть в регрессионной модели (1) семимартингальный шум

0( )t t≥ξ  удовлетворяет условиям (3), (4), (C1) и (C2), dΘ ⊂ \ , 2d ≥ . Тогда раз-
ность рисков (17) оценки (16) с постоянной nc c n∗= := κγ /  и оценки МНК (11)
удовлетворяет неравенству

2 2sup ( )
3p

L dc c
p∗ ∗

θ∈Θ

β
∆ θ ≤ − + .

Доказательство. Рассмотрим риск оценки (16):
2 2

2 2

( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( )
( ) 2 ( ( ) ) ( ) ( )

p p p p

p p p p

R n n n b H
n b n b H H

∗ ∗ ∗
θ θ

∗ ∗
θ θ

θ ,θ = θ − θ = θ − + θ =
′= θ − + θ − θ + θ ,

& & & &
& & & &

E E
E E

(19)

где 1( ) ( )d pb b … b H′= , , = θ + θ . Первое слагаемое в правой части (19) запишем в
виде

2 2 2 2

1

ˆ( ) ( ) ( ( ) 1)

2 [ (( ( ) 1) ( ) )]

p p
d

j j j
j

n b n b g Y Y

g Y Y Y b

∗
θ θ θ

θ
=

θ − = − + − +θ

+ − − | ,∑

& & & & & &

G

E E E

E E (20)

где ( ) 1g Y c Y= − / & & , ˆ ( )pY n= θ . Обозначив ( ) ( ( ) 1)j jf Y g Y Y= −  и используя ус-
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ловную плотность распределения вектора Y относительно σ-алгебры G

( )2 1
2

2

exp ( ) ( )( )
( )

(2 ) det ( )

d n
p n

Y d
p n

n x b V x b
p x

V

/ −
,

/
,

′− − −
| = ,

π

G
G

G

имеем ( ( )( ) ) ( )( ) ( )   1dj j j j j j j YR
L f Y Y b f x x b p x dx j d:= − | = − | , = , .∫G GE

Переходя к новой переменной интегрирования 1 2 ( )( )p nu V x b− /
,= −G  и полагая

1 2( ) ( ( ) )j p nj u f V u bf /
,= + ,� G

находим 
2 2

1 2
2

1

1 2

1

( ) ( ) exp
2(2 )

1 ( ) ( ( ) )   1

d

d d

j p n jl ljd
l

d

p n jl lj
l

n n uL <V > u u duf

<V > X X j df
n

/
/
,/

=

/
,

=

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

π ⎝ ⎠

= | , = , ,

∑ ∫

∑ E

\

& &�

�

G

G G

где ij< A >  обозначает (i, j)-й элемент матрицы A, а X – d-мерный условно-гаус-

совский относительно σ-алгебры G вектор с нулевым средним и единичной мат-
рицей условной ковариации. Для вычисления условных математических ожида-
ний ( ( ) )lj X Xf |� GE  нам потребуется следующий результат, непосредственно вы-

текающий из леммы 2 работы [14].
Лемма 2.1.  Пусть X – d-мерный условно-гауссовский относительно σ-алгебры

G вектор с нулевым средним и единичной матрицей условной ковариации. Пусть
dh : →\ \  – непрерывно-дифференцируемая функция и ( ( ) )h X∇ | < ∞& & GE  п.н.,

где 
1 d

h hh …
x x

⎛ ⎞∂ ∂∇ = , ,⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
. Тогда

( ) ( ) п нh X X h X= ∇ . .E E

Положим ( ) ( )jh u uf= � . Нетрудно проверить (см. приложение), что

( ( ) ) п нj Xf∇ | < ∞ . .�& & GE (21)

Применяя лемму 2.1, находим

1 2

1
( ( ) ) ( ) ( ) ( )

d
j

l p n kl
l kk

fff X X X <V > Y
u u

/
,

=

∂⎛ ⎞⎛ ⎞∂
| = ⎜ = ⎜ .⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
�� G G G GE E E

Поэтому

1 2 1 2

1 1

1 ( ) ( ) ( )   1
d d

j
j p n jl p n kl

kl k

f
L <V > <V > Y j d

n u
/ /
, ,

= =

∂⎛ ⎞
= ⎜ , = , .⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑∑ G G GE

Отсюда и из (20) получаем
2 2 2 2

1 2 1 2

1 1 1

ˆ( ) ( ) ( ( ) 1)

2 ( ) ( ) [( ( ) 1) ]

p p
d d d

p n jl p n kl j
kj l k

n b n b g Y Y

<V > <V > g Y Y
un

∗
θ θ θ

/ /
, ,θ

= = =

θ − = − + −θ
⎛ ⎞∂

+ − .⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑∑∑

& & & & & &

G G

E E E

E
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Перепишем это равенство в виде
2 2ˆ( ) ( ) ( )p pn b n b W Y∗

θ θ θθ − − − = ,θ& & & &E E E

где 2
3

( ) ( )2( ) p n p nz V z trVcW z c
n zz

, ,′⎛ ⎞
= + − .⎜ ⎟

⎝ ⎠& && &

G G

Используя оценку 2( )maxz Az A z′ ≤ λ & &  для положительно определенной матрицы
A и условие (C2), приходим к неравенству

2 2

2 2

ˆ( ) ( )
( ) ( ( ))2 2 1

p p

p n max p n

n b n b
trV Vc cc c

n Y n Y

∗
θ θ

, ,
θ θ

θ − − − ≤θ
− λ κ

≤ − ≤ − .

& & & &

& & & &
G G

E E

E E

Далее оценим снизу величину 1Y −& &E .
Лемма 2.2.  В условиях теоремы 1

1
nY − ≥ γ .& &E

(Доказательство этой леммы приводится в разделе 5.) Отсюда получаем
2 2 2ˆ( ) ( ) 2 ( )p npn b n b c c n c∗

θ θθ − − − ≤ − κγ / =: φ .θ& & & &E E

Минимизируя функцию ( )cφ  по c, находим
2 2 2

2 2

ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ( ) ) 2 ( ( ) ) ( ) ( )
p p

p pp p

n b n b c

R n c n H H

∗
θ θ ∗

∗ θ

θ − ≤ − − =θ
′= ,θ − − − θ θ + θθ θ

& & & &

& &

E E

E .

Подставляя эту оценку в (19), имеем
2 ˆ( ) 2 ( ( ) ( )) ( )p p ppc n n H∗
∗ θ ′∆ θ ≤ − + θ − θ .θE (22)

С помощью элементарного неравенства
2 22 0ab a b| |≤ ε + /ε, ε > , (23)

получаем
2 2

2 2( ) ( )
ˆ ˆ2 ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) p p

p p pp p

H H
n n H n n c∗ ∗

θ θ ∗

θ θ
′θ − θ ≤ ε θ − + = ε + .θ θ ε ε

& & & &
& &E E

Далее, применяя неравенство Коши – Буняковского, имеем оценку

1

1

1 1

2
2

1 1 1
2

2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

( ) ( )( ( ) ( ))

( )( ( ) ( ))

( ) ( ( ) ( ))

k

k

k

k

k k

k k

pd d t
p i i j k jt

j i k

pd d t
i j k jt

j i k
pd d t t

i j k jt t
j i k

H u t u du

u t u du

p u du t u du

−

−

− −

= = =

= = =

= = =

⎛ ⎞
θ = θ ϕ ϕ −ϕ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
≤ θ ϕ ϕ −ϕ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

≤ β ϕ ϕ −ϕ .

∑ ∑ ∑ ∫

∑∑ ∑ ∫

∑∑∑ ∫ ∫

& &

& &

Отсюда, в силу условия (2),

1 1

2
2 2 2 2 2

2
1 1

( )( ) ( ) ( )
3

k k

k k

pd t t
p i kt t

i k

L dH L pd u du t u du
p− −= =

β
θ ≤ β ϕ − = .∑∑ ∫ ∫& &
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Поэтому 2 2 2ˆ2 ( ( ) ( )) ( ) ( ) (3 )p ppn n H c L d p∗
θ ∗′θ − θ ≤ ε + β / ε .θE

Выбрав значение ε , минимизирующее правую часть этого неравенства, и исполь-
зуя полученную оценку в (22), приходим к требуемому результату. Теорема дока-
зана. ■

Следствие. В условиях теоремы 1 разность рисков (17) обладает свойствами:
1) если частота наблюдений 2 ( 3 )p L d c∗> β / , то

sup ( ) 0p
θ∈Θ

∆ θ < ;

2) если условие (C2) выполнено для достаточно больших p, то
2limsupsup ( )p

p
c∗

→∞ θ∈Θ
∆ θ ≤ − .

3. Случай негауссовского шума Орнштейна – Уленбека

Изучим свойства построенной в разделе 2 процедуры оценивания параметров
1 d…θ , ,θ  в случае, когда шум tξ  в уравнении (1) описывается негауссовским про-

цессом Орнштейна – Уленбека (6), а функции 1( )d…ϕ , ,ϕ  являются тригонометри-
ческими, т.е.

1 2 2 11 ( ) 2 cos(2 ) ( ) 2 sin(2 )   1 2 [ 2]j jt jt t jt j d+ϕ = , ϕ = π , ϕ = π , = , ,..., / ,

где [b] – целая часть числа b.
Предположим, что параметры процесса (6) – (8) удовлетворяют условиям

2 2
max 1 1 20 0 иa a ∗− ≤ ≤ , ≥ ρ > + λ ≤ ,� � � � (24)

причем max  a , ρ  и ∗�  – известны.

Пусть nγ�  – значение величины nγ  в (18) при 3∗ ∗λ = � , а

nc n:= κ / .γ� �

Теорема 2. Пусть шум 0( )t t≥ξ  в уравнении (1) описывается негауссовским про-
цессом Орнштейна – Уленбека (6) – (8), причем выполнены условия (24). Тогда най-
дутся числа 0d  и 0p , такие, что для всех 0d d≥  и 0p p≥  оценка (16) при c c= �
является улучшенной, т.е. разность рисков (17) удовлетворяет неравенству

sup ( ) 0p
θ∈Θ

∆ θ < .

Доказательство. Чтобы воспользоваться теоремой 1, требуется проверить
выполнение условий (C1) и (C2) для негауссовского процесса Орнштейна – Улен-
бека.

Лемма 3.1.  В условиях теоремы 2 выполняется условие (C1) с 3∗ ∗λ = � .
Доказательство. Из (14) и (15)  имеем

1( ) ( ( ) ( ) )p n ij n i p n j p<V > n I I−
, , ,= ψ ψ | .G GE

Отсюда находим
1 2

max
1 1

( ( )) sup ( ) sup ( )p n p n n
z z

V z V z n I g−
, ,

= =
′λ = = ,

& & & &
G GE E E
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где 1( ) ( )d
j j pjg t z t,=

= ψ∑ , а ( )nI f  и ( )j p t,ψ  определены в (3) и (11) соответст-

венно. Учитывая, что для процесса (6) – (8) выполнено условие (4) с 3Q
∗σ = �  и

ортогональность функций ( )j p t,ψ  на решетке (5), получаем

1 2 1 2 2
0

( ) 3 ( ) 3
n

nn I g n g t dt z− ∗ − ∗≤ = ,∫ & &� �E

т.е. выполнено условие (C1):

max ( ( )) 3p nV G ∗
,λ ≤ .�E

Лемма 3.1 доказана. ■
Лемма 3.2.  В условиях теоремы 2 найдутся 0d  и 0p , такие, что для всех

0d d≥  и 0p p≥  выполнено условие (C2) при 2 ( 4 2)dκ = ρ / − .
Доказательство. Учитывая независимость процессов 0( )t tw ≥  и 0( )t tz ≥ , имеем

2 2
1 2( ) ( )p n p n p nV A B, , ,= + ,G � � G

где p nA ,  – матрица с элементами

1 (1) (1)( ( ) ( ))p n ij n i p n j p< A > n I I−
, , ,= ψ ψ ;E (25)

(1) (1) (1) (1)
0

( ) ( )    
n

n t t t tI f f t d d a dt dw= ξ , ξ = ξ + ,∫
а ( )p nB , G  – матрица с элементами

(2) (2)( ) ( ( ) ( ) )n ij n i n j< B > I I= ϕ ϕ | ;G GE

(2) (2) (2) (2)
0

( ) ( )    
n

n t t t tI f f t d d a dt dz= ξ , ξ = ξ + .∫
Отсюда получаем оценку

2
max 1 maxtr ( ) ( ( )) ( ( ))  п нp n p n p n p nV V trA A, , , ,− λ ≥ −λ . .,G G � (26)

где
1 (1) 2

max
1

( ) sup ( ( ))p n n
z

A n I g−
,

=
λ = .

& &
E

Применяя формулу Ито, находим
(1) 2 (1) (1) 2

0 0
( ( )) 2 ( ) ( ) ( )

n n
n t tI g a g t I g dt g t dt= ξ +∫ ∫E E

2
0 0

( ) ( ) ( )
n n nav

v
a e g t g t v dtdv g t dt= − + .∫ ∫ ∫ (27)

Поскольку для всех 0a ≤

( )(1) 2 2 2 2
0 0 0

( ( )) ( ) 1 2 ( ) 2
n nav

nI g g t dt a e dv g t dt n z
∞

≤ + | | = = ,∫ ∫ ∫ & &E

то max ( ) 2p nA ,λ ≤ . (28)
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Далее оценим снизу tr p nA , , предполагая, без ограничения общности, что d яв-

ляется нечетным, d=2N+1. Используя (25) и (27), получаем

(1) 2
, , ,

1 1 1

1tr ( ( )) ( , ),
d d d

p n p n jj n j p j
j j j

A A E I d p n
n= = =

= < > = ψ = + τ∑ ∑ ∑ (29)

где ( )
0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

np kn n a t s
j j p j p k ls

k l

a ap n s e t dtds j
n n

−
, , ,

= =
τ , = ψ ψ = ,∑∑∫ ∫ �

1 1

(1) (2) (3)( )
( )( ) ( ) ( ) ( )l k

l k

t t a t s
k l j l j k s t k l k l k l k lt t

j t t e dtds j r r r
− −

− ∗
, ≤ , , , ,= ϕ ϕ χ = + + + ;∫ ∫� �

1 1

( )
( )( ) ( ) ( )l k

l k

t t a t s
k l j j s tt t

j s t e dtds
− −

∗ −
, ≤= ϕ ϕ χ ,∫ ∫�

1 1

(1) ( )
( )( ( ) ( )) ( )l k

l k

t t a t s
j l j j s tk l t t

r t s t e dtds
− −

−
≤, = ϕ −ϕ ϕ χ ,∫ ∫

1 1

(2) ( )
( )( ) ( ( ) ( ))l k

l k

t t a t s
j j k j s tk l t t

r s t t e dtds
− −

−
≤, = ϕ ϕ −ϕ χ∫ ∫

и 
1 1

(3) ( )
( )( ( ) ( )) ( ( ) ( ))l k

l k

t t a t s
j l j j k j s tk l t t

r t s t t e dtds
− −

−
≤, = ϕ −ϕ ϕ −ϕ χ .∫ ∫

Поскольку 
2

(1) (2) (3)
2

2 2 2( )иl k l k l kk l k l k l
j j jr r r

p p p, , ,, , ,
π π π

| |≤ μ , | |≤ μ | |≤ μ ,

где 
1 1

( )
( )

l k

l k

t t a t s
l k s tt t

e dtds
− −

−
, ≤μ = χ ,∫ ∫

то ( )
0

( ) ( ) ( )
n n a t s

j j js

ap n s e t dtds
n

−τ , ≥ ϕ ϕ∫ ∫
2

( )
2 0

4 2( ) n n a t s
s

a j j e dtds
n p p

−⎛ ⎞π π
+ + .⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

Отсюда и из (29) следует, что

0
( )

n nas
p n s

atrA d e t s dtds
n, ≥ + Φ ,∫ ∫

2

2
1 2 ( 1) ( 1)(2 1)1

3

ane d d d d d
an p p

⎛ ⎞⎛ ⎞− π + π + +
− + + ,⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

(30)

где 
1 1

( ) ( ) ( ) 1 2 cos(2 )
d N

j j
j j

t s t t s js
= =

Φ , = ϕ ϕ − = + π .∑ ∑

Интегрируя, получаем

0 0
( ) ( )( )

n n nas as
s

a ae t s dtds e s n s ds
n n

Φ , = Φ −∫ ∫ ∫

0 1
1

( ) ( )
nn las as

l
j

a e s ds a e s ds
−

=
≥ | Φ | = | Φ | .∑∫ ∫ (31)
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Заметим, что для 1l s l− < <

sin( )( )
sin( )

dss
s

π
Φ = .

π

Пусть 0 1 4< δ < / . Тогда для всех интервалов 1l s l− + δ ≤ ≤ − δ , 1l n= , , справед-
лива оценка

sin( ) sin( ( 1)) sin( ) 2 2 .s s l| π |= π − + ≥ δπ ≥ δ

Поэтому 
1

1sup ( )
2 2l s l

s
− +δ≤ ≤ −δ

| Φ |≤
δ

и 
1 1

( ) ( ) ( )
l l las as as
l l l

e s ds e s ds e s ds
−δ

− − +δ −δ
| Φ | = | Φ | + | Φ |∫ ∫ ∫

1

1 1

1 1( ) 2 1
12 2

l las as
al l

e s ds e ds d a l n
e

− +δ

− −
+ | Φ | ≤ + δ , = , .

−δ∫ ∫
Подставляя эту оценку в (31), имеем

0 0
( ) 2

12 2

n n nas as
as

a a ae t s dtds e ds d
n e

Φ , ≥ + δ ≥
−δ∫ ∫ ∫

max

max1 2 ,    
2 2 1 a

a
d c c

e−
′ ′≥ − + δ =

δ −
Используя эту оценку в (30) при

1
4(1 )c

δ = ,
′+

получаем

2
( 1)(6 (2 1) )2(1 ) (1 )

2 3p n n
d d d p dtrA c c

p,
+ + + π′ ′′≥ − + − − π ,    

max

max

1 a n

n
ec

a n

−−′′ = .

Далее, выбирая сначала d ′ , а затем p′ , приходим к оценке

tr для всех и
4p n
dA d d p p, ′ ′≥ ≥ ≥ .

Отсюда и из неравенств (26) и (28) следует, что при 0 max( 9)d d ′= ,  для процесса
(6) – (8)  выполнено условие (C2), т.е.

2tr ( ) ( ( )) ( 4 2) п нp n max p nV V d, ,− λ ≥ ρ / − . .G G

Лемма 3.2 доказана. ■
В силу теоремы 1, для всех 0d d≥  и  p p′≥  разность рисков (17) удовлетво-

ряет неравенству
2 2sup ( )

3p
L d cc

pθ∈Θ

β
∆ θ ≤ − + .��

Отсюда, полагая 0 max( [2 ( 3 )] 1)p p L d c′= , β / + ,�
приходим к утверждению теоремы 2. ■
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4. Минимаксная граница для рисков оценок

В данном разделе для модели (1) с негауссовским шумом Орнштейна – Улен-
бека (6) устанавливается асимптотическая минимаксность оценки (16) в смысле
робастного риска при неограниченном росте числа периодов наблюдений n и
предположении, что частота p зависит от n, причем функция p = p(n) возрастает
достаточно быстро с ростом n.

В качестве оценки вектора θ  в модели (1) может использоваться произвольная
борелевская функция ,p nT  от наблюдений 0( )

jt j npy ≤ ≤ . Робастный риск оценки

,p nT  для модели (1) с негауссовским шумом Орнштейна – Уленбека (6) определим

по формуле
2

, ,( ) sup
n

n n

p n Q Q p n
Q Q

R T n T
∗

∗
θ,

∈
,θ := δ − θ ,& &E (32)

где *
max( )n nQ Q a∗ ∗= ,ρ,�  – семейство всех распределений nQ  в пространстве Ско-

рохода [0 ]n,D  процесса (6) с параметрами 1 2 a, ,� �  и λ , удовлетворяющими не-
равенствам (24). Нормирующий множитель Qnδ  выберем из условия, чтобы

асимптотический робастный риск оценки МНК (11) по дискретным наблюдениям
при заданной функции p(n) равнялся единице, т.е.

ˆlim sup ( ( ) ) 1pn
R n∗

→∞ θ∈Θ
,θ = .θ

Как будет показано ниже, это требование выполняется, если
1 lim ( )

nQ Q p nn
tr V−

θ, ,→∞
δ = GE .

Применяя формулу Ито и равенство (25), получаем
2 2

2 2 1 2
1 2 ,

1

( )
tr ( ) ( ) ( ),

n

d

Q p n j p
j

a
V d C n

nθ, ,
=

+ λ
= + λ + ∑� �

G � �E (33)

где ( ), 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) .

n tat
j p j p j pC n e t ch av v dv dt, ,= ψ ψ∫ ∫

Оценку , 1
ˆ( )p n nT ≥  назовем асимптотически минимаксной в смысле робастного

риска (32), если

,
, ,

ˆlim inf sup ( ) lim sup ( )
p n

p n p nn T n
R T R T∗ ∗

→∞ →∞θ∈Θ θ∈Θ
,θ = ,θ . (34)

Согласно теореме 2, риск улучшенной оценки (16) при выполнении условий
(24) не превосходит риска оценки МНК (11). Поэтому достаточно доказать асимп-
тотическую минимаксность соответствующей оценки МНК ( )ˆ ( )p n nθ .

Теорема 3. Пусть распределение помех в модели (1) принадлежит классу
*

max( )n nQ Q a∗ ∗= ,ρ,� , определенному в (32), и частота наблюдений p=p(n) такова,

что lim ( ) / .
n

p n n
→∞

= +∞  Тогда оценка МНК параметра θ  по дискретным наблю-

дениям  (11) является асимптотически минимаксной в смысле робастного риска.
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Доказательство. Чтобы доказать асимптотическую минимаксность оценки
МНК ( )

ˆ ˆ ( )n p n nθ = θ  в смысле робастного риска, требуется проверить равенство
(34). При нахождении нижней границы для асимптотического риска воспользуем-
ся теоремой Гаека для параметрического семейства, обладающего свойством ЛАН
(см., например, [2, с. 223]). Рассмотрим частный случай модели (1) – (6) с a=0,

1 1=�  и 2 0=� , т.е.

1
( ) 0 .

d

t j j t
j

dy t dt dw t n
=

= θ ϕ + , ≤ ≤∑ (35)

Этой модели отвечает семейство распределений ( )( : )n
θ θ∈ΘP процесса 0( )t t ny ≤ ≤ .

Это семейство обладает свойством ЛАН. Действительно, согласно теореме 1,
Прил. 2 в [2], плотность меры ( )n

θP  относительно 
0

( )n
θP  имеет вид

0

2( )
0

0,( ) 0
1

( ) exp ( ) ( ) .
2

n d n
j j j tn

j

d
y t dw n

d
θ

=θ

⎧ ⎫θ − θ⎪ ⎪= θ − θ ϕ −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫

P
P

Отсюда, полагая 0 /u nθ = θ +  для любого u∈Θ , получаем требуемое представ-
ление

0

2( )

( ) ( ) exp .
2

n

nn
d u

y u
d

θ

θ

⎧ ⎫⎪ ⎪′= ∆ −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

P
P

где 1, , , 0

1( ,..., ) ,  ( )
n

n n d n j n j tt dw
n

′∆ = ∆ ∆ ∆ = ϕ∫ имеют стандартное гауссовское рас-

пределение. Из теоремы Гаека вытекает следующее утверждение.
Лемма 4.1.  Пусть ( )( : )n

θ θ∈ΘP  – семейство вероятностных мер процесса
(35). Тогда для любой последовательности оценок , 1( )p n nT ≥ минимаксный робаст-
ный риск удовлетворяет неравенству

,
,liminf inf sup ( ) 1

p n
p nn T

R T∗

→∞ θ∈Θ
,θ ≥ .

Доказательство. Так как распределение броуновского движения
0

1(0 0 )n nQ Q∗= , , ,λ�  принадлежит классу nQ∗ , то

0
, , ,

2 1 2
, , ,inf sup ( ) inf sup sup inf sup .

n np n p n p nn n

p n Q Q p n p nQT T TQ Q
R T n T nd T

∗

∗ −
θ, θ,

θ∈Θ θ∈Θ θ∈Θ∈
,θ = δ − θ ≥ −θ& & & &E E

В правой части неравенства учтено, что согласно (33) 1
Q d −δ = . Применяя

теорему Гаека с квадратичной функцией потерь 2( )w x x=& &  (см., например, [2,
с. 223]), получаем требуемое неравенство. ■

Следующее утверждение дает верхнюю границу для риска оценки МНК.
Лемма 4.2.  В условиях теоремы 3 риск (32) оценки МНК (11) удовлетворяет

неравенству
ˆlim sup ( ( ) ) 1pn

R n∗

→∞ θ∈Θ
,θ ≤ .θ
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Доказательство. Из (14) с помощью элементарного неравенства (23) получа-
ем

2 2 1 2
( ) ( )ˆ ˆ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 ) ( )p pp n p nn n H H−− θ ≤ + ε − θ− θ + + ε θ .θ θ& & & & & &E E

Отсюда и из (32) следует, что

2 2 1
2

ˆ ˆ( ( ) ) (1 ) sup ( ) ( ) ( ) (1 ) sup
3n n

Q Q p Qp p
Q Q Q Q

nR n n n H L d
p∗ ∗

∗ −
θ,

∈ ∈
,θ ≤ + ε δ − θ− θ + β + ε δ .θ θ& &E

Устремляя n →∞  и учитывая, что 2 0n p/ → , приходим к неравенству

ˆlim sup ( ( ) ) 1pn
R n∗

→∞ θ∈Θ
,θ ≤ + ε,θ

из которого, в силу произвольности ε , следует утверждение леммы 4.2. ■
Из Лемм 4.1 – 4.2 приходим к утверждению теоремы 3. ■
Следствие. При выполнении условий теорем 2 и 3 предлагаемая оценка (16)

параметра θ  в модели (1) с негауссовским шумом Орнштейна – Уленбека, по-
строенная по дискретным наблюдениям процесса 0( )

jt j npy ≤ ≤  является асимпто-

тически  минимаксной в смысле робастного риска.

5. Приложение

5 . 1 .  П р о в е р к а  у с л о в и я  ( 2 1 )

Из (20) имеем

1 2 1 2
3

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

d d
j j jk j k

p n kl p n kl
l kk k

f f Y Y
X <V > Y c <V >

u u Y Y
/ /
, ,

= =

∂ ∂ δ⎛ ⎞
= = − − ,⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
∑ ∑

�

& & & &
G G

где jkδ  – символ Кронекера. Отсюда

1 2

1

( )( ) ( ) 2 ( )
d

j
p n kl

l k

f TX T c <V >
u Y

/
,

=

∂ | |
≤ ; = .

∂ ∑
�

& &
G

G G

Заметим, что
2

2 2 1 2 2 2 2
max

1
( ) 4 ( ) 4 ( ) 4 ( ( ))

d

p n kl p n p n
k

T c <V > c d trV c d V
⎛ ⎞

/⎜ ⎟
, , ,⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠=
= ≤ ≤ λ ,∑G G G G

т.е. max( ) 2 ( ( ))p nT cd V ,| |≤ λ < ∞G G . Далее оценим

1 1 1 2 1
0 0

( ) ( ) ( ( ) )p nY Y u du b V X u du
∞ ∞− − / −

,| = > | = + < | .∫ ∫& & & & & &G G G GE P P

Применяя лемму Андерсона (см. [2, гл. II, § 10]), получаем оценку

1 1 2 1

min

1( ) ( ( ) ) .
( ( ))p n

p n

Y V X
V X

− / −
,

,

⎛ ⎞
⎜ ⎟| ≤ | ≤ ⎜
⎜ ⎟λ⎝ ⎠

& & & &
& &

G G G G
G

E E E

Поскольку матрица ( )p nV , G  является положительно определенной, существует

0∗λ > , такое, что min ( ( ))p nV , ∗λ ≥ λG  п.н. Поэтому
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2 2

2
1 1 1 1 (( 1) 2) .

(2 ) 2 ( 2)d

u

d
e ddu

Y X u d

− /

/
∗ ∗ ∗

Γ − /⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ≤ ⎜ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠λ λ π λ Γ /∫

& &

\& & & & & &
G GE E

Таким образом, 1( )Y G− | < ∞& &E  п.н. и, следовательно, выполняется условие (21),
а именно

1
( ( ) ) ( )

d
j

j
ll

f
X Xf

u=

∂⎛ ⎞
∇ | ≤ ⎜ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑
�

�& & G GE E

2
max

(( 1) 2)2 ( ( )) п н
2 ( 2)p n

dcd V
d,

∗

Γ − /
≤ λ < ∞ . .

λ Γ /
G ■

5 . 2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  2 . 2

Рассмотрим
1 1 2 1 1 2 1( ) ( ( ) ( ) )p p pY n n H n n− − / − − / −

θ θ θ= θ + ζ = θ+ θ + η ,& & & & & &E E E

где ˆ ( )pY n:= θ , 1 2
1( ) ( ( ) ( ))p n p n d pn n I … I− /
, , ′η := ψ , , ψ . Применяя неравенство тре-

угольника и оценку ( ) ( 3 )pH L d pθ < β /& & , имеем

1 1 2 1( ( ) )n pY n I− − / −
θ θ≥ α + ψ ,& & & &E E

где (1 ( 3 ))Ld pα = + / β . Отсюда, используя неравенства Йенсена, Коши – Буня-
ковского и условие (C1), следует, что

1
nY −

θ ≥ γ .& &E
Лемма 2.2 доказана. ■
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Konev V.V., Pchelintsev E.A. ESTIMATION OF THE PARAMETRIC REGRESSION WITH A
PULSE NOISE BY DISCRETE TIME OBSERVATIONS. The paper considers the problem of
parametric estimation in a continuous time linear parametric regression model with a non-
Gaussian Ornstein – Uhlenbeck process by discrete time observations. Improved estimates with
smaller mean square risk as compared with the ordinary least square estimates are proposed for
the unknown regression parameters. The asymptotic minimaxity of these estimates in the sense of
the robust risk has been proved.
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