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ДЛЯ МНОГОМЕРНОГО МЕТОДА ДИНАМИЧЕСКИХ УСЛОВНЫХ

КОРРЕЛЯЦИЙ DCC-MGARCH(1,1)

Найдена аналитическая форма записи информационной матрицы Фишера
для эконометрического алгоритма DCC-MGARCH(1,1). Выдвинута стати-
стическая гипотеза о постоянстве матриц корреляций во времени, и прово-
дится ее статистическая проверка. Информационная матрица применяется
для эконометрического исследования фондового рынка России. Обнаружен
эффект кластеризации обобщенной волатильности, подтвержденный в од-
номерном случае другими исследователями.
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В настоящее время математическое описание и статистическая обработка дан-
ных, получаемых как результат деятельности стохастических систем, проводится
на основе одномерных, зачастую хорошо изученных вероятностных законов.
Вследствие значительного роста числа этих систем и усложнения их внутренней
структуры одномерные распределения уже не могут быть применены адекватно,
т.е. они неспособны найти решение с заданной точностью за ограниченное время.
Как следствие, огромный интерес представляет задача описания поведения систем
в целом без редукции на одномерные подзадачи. Это не только облегчает пони-
мание происходящих внутри систем процессов, но и позволяет избавиться от не-
устранимой погрешности, неизбежно возникающей при факторизации. Именно
благодаря многомерным алгоритмам исследователи надеются построить более
точный и адекватный прогноз вероятного поведения и будущего развития слож-
ных систем.

Построению многомерных эконометрических моделей и исследованию струк-
туры и свойств многомерных эмпирических данных посвящена обширная литера-
тура. Выделим особо только некоторые из них – в первую очередь, упомянем ра-
боты [1 – 5], которые послужили отправной точкой последующих исследований,
а также работы [6, 7], обобщающие двадцатилетний опыт применения методов.
Однако вместе со всё более и более увеличивающимся количеством предлагаемых
многомерных алгоритмов все чаще необходимо проводить проверку качества
найденных каким-либо способом оценок коэффициентов этих моделей и доказы-
вать их несмещенность, эффективность и состоятельность. Кроме того, требуется
строить доверительные интервалы для таких оценок или даже для функций от
них. Последнее становится особенно актуальным в свете рассмотрения и учиты-
вания исследователями в своих разработках всё более сложных параметров, на-
пример мер риска VaR, CVaR, ES, рыночной цены риска, коэффициентов асим-
метрии (для обнаружения левередж-эффекта), эксцесса и др.

Несмотря на то, что теория информационных матриц развивается более вось-
мидесяти лет, начиная с фундаментальных работ Фишера 1922 г., их применение
к исследованию свойств многомерных эконометрических алгоритмов существен-
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но ограничено. Цикл современных работ на эту тему открывает работа [8]: в ней
для моделирования поведения финансовых рынков США, Японии, Германии, Ве-
ликобритании, Франции, Италии вычислена информационная матрица коэффици-
ентов двумерного метода GARCH(1,1) с использованием постоянной матрицы
корреляций и построен так называемый тест информационной матрицы (IM-test)
для проверки гипотезы о стационарности корреляционных матриц на финансовом
рынке. Далее, в [9] для описания вероятных в будущем значений восьми высоко-
ликвидных акций США проведены вычисления матрицы Фишера. Предполага-
лось, что исходная модель удовлетворяла многомерному методу MGARCH(1,1) с
диагональной изменяющейся во времени ковариационной матрицей. Наконец, в
[10] для DCC-MVGARCH(1,1) c эллиптическим вероятностным законом распре-
деления стандартизированных остатков и с переменной матрицей корреляций вы-
числены математические ожидания информантов.

В настоящей работе проводится построение информационной матрицы Фише-
ра для одного из наиболее общих на текущий момент многомерных эконометри-
ческих методов – алгоритма DCC-MGARCH(1,1) [6,7,11]. Потребность в нахож-
дении такой матрицы обусловлена, в первую очередь, необходимостью вычисле-
ния оценок неизвестных параметров для алгоритмов семейства многомерных
GARCH в режиме реального времени, например, с помощью скорингового про-
цесса [17], а не классическим методом максимального правдоподобия. Во-вторых,
эта матрица может быть использована для доказательства эффективности найден-
ных оценок, так как выполнено следующее предельное соотношение:

( ) ( )( )1ˆlim ~ 0,
n

n Y N J −
Θ

→∞
Θ−Θ = Θ ,

где ( )JΘ Θ  – информационная матрица, Θ̂ – оценка для вектора параметров Θ ,
n – количество выборочных данных. Наконец, ее использование позволяет
уменьшить число оцениваемых в DCC-MGARCH(1,1) коэффициентов: предполо-
жение о слабо меняющихся с ходом времени корреляционных матрицах позволя-
ет упростить DCC-MGARCH(1,1) до CCC-MGARCH(1,1).

Далее в работе выдвигается гипотеза (см. далее (6)) и строится критическая
статистика (см. далее (10)). В заключение, информационная матрица используется
при исследовании фондового рынка России, для чего формируются пять портфе-
лей из четырех активов, каждый с фиксированными и равными долями внутри
портфеля. Акции выбраны произвольно, но с условием, что торги по ним прохо-
дили на ММВБ в течение фиксированного промежутка времени. Первый порт-
фель составлен из обыкновенных акций компаний ЛукОйл, Сургутнефтегаз, Рос-
телеком, РАО ЕЭС, взяты цены закрытия за период с 02 января 2000 по 27 октяб-
ря 2006 года (всего 1701 значение). Второй портфель сформирован из обыкновен-
ных акций компаний ГМК Норильский Никель, Аэрофлот, АвтоВаз, Моэнерго,
взяты цены закрытия за период с 31 октября 2001 по 23 марта 2007 года (всего
1361 значение). Третий портфель состоял из обыкновенных акций компаний Бал-
тика, Роснефть, Росбанк, Полюс Золото, взяты цены закрытия за период с 23 авгу-
ста 2006 по 24 марта 2007 года (всего 144 значение). Четвертый портфель сфор-
мирован из обыкновенных акций компаний РАО ЕЭС, Аэрофлот, Сбербанк,
Транснефть, взяты цены закрытия за период с февраля 2003 по март 2007 года
(всего 1025 значений). Наконец, пятый портфель составлен из обыкновенных ак-
ций компаний РИТЭК, МТС, СибирьТелеком, Татнефть, взяты цены закрытия за
период с февраля 2004 по март 2007 года (всего 730 значений). Все данные пре-
доставлены компанией РБК, http://export.rbc.ru, и ФИНАМ, http://www.finam.ru.
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1. Общие положения

Построим информационную матрицу Фишера для метода DCC-MGARCH(1,1)
со стандартизированными остатками, удовлетворяющими многомерному нор-
мальному распределению. Пусть { }tu  – многомерный ряд логарифмических до-

ходностей ( )1 2, ,..., T
t t t K tu u u u= , рассчитанных для некоторой совокупности цен

активов ( )1 2, ,..., T
t t t K ty y y y= :

( ) ( ), 1ln lni t it i tu y y −= − , 1,...,t T= , 1,...,i K= ,

где K – общее число ценных бумаг портфеля.
Предполагая условную гетероскедастичность многомерного временного ряда

{ }tu , 1,...,t T= , допустим, что его условные математические ожидания равны
нулю

( )1 0i t tE u F − = , 1,...,i K= ,

а условные дисперсии в фиксированный момент времени t определяются как

( )1t t tD u F H− = ,

где ( )t ijtH h= − −  – симметричная положительно определенная ковариационная

матрица K×K, состоящая из дисперсий 2
iit ith = σ , 1,...,i K= , и ковариаций

ijt ijth = σ , 1 i j K≤ < ≤ ; ( ) 0n nF F ≥=  – фильтрация, определенная σ-подалгебрами

nF , такими, что ( )1,..., NΘ = θ θ , если m n≤ . Кроме того, предположим, что tu
являются условно-гауссово распределенными многомерными случайными вели-
чинами:

1/ 2
t t tu H= ε ,

где itσ  – разложение Холесского для tH , вектор-столбец ( )~ 0,t KN Iε , tD  –
единичная матрица порядка K.

Пусть дисперсии 2 ,itσ tΓ , удовлетворяют авторегрессионной зависимости,
описывающей одномерный GARCH(1,1)-процесс [12] при каждом фиксирован-
ном i:

2 2 2
, 1 , 1it i i i t i i tu− −σ = ω +α σ +β , (1)

где 2
,0 constiσ = , t t t tH D D= Γ , 0, 0, 0i i iω ≥ α ≥ β ≥  – некоторые параметры,

1i iα +β < , ijtρ .

После нахождения волатильностей 2
itσ  внедиагональные элементы ijtσ  матри-

цы ковариаций tH  могут быть определены из равенств вида

ijt ijt it jtσ = ρ σ σ , 1 i j K≤ < ≤ , (2)

где ijtρ  – коэффициенты положительно определенной матрицы корреляций tΓ ,

участвующей в разложении t t t tH D D= Γ , tD  – диагональная матрица с элемен-

тами itσ  на главной диагонали.
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Подлежащие детерминации неизвестные параметры в выражениях (1), (2) объ-
единим в общий вектор ( )1,..., NΘ = θ θ  размерности ( )3 1 / 2N K TK K= + − :

( )1 1 1 12 13 1 23 1,, , ,..., , , , , ,..., , ,...,K K K t t Kt t K Kt−Θ = ω α β ω α β ρ ρ ρ ρ ρ .

В силу предположения о выполнении нормального закона распределения для
логарифмических доходностей tu  оценивание , 1,i i Nθ = , проведем методом
максимального правдоподобия с функциями условных плотностей нормального

закона распределения ( ) ( )/ 2 1/ 2 112 det exp
2

K T
t t t t tf H u H u− − −⎛ ⎞= π −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, вычисленных

в T векторах наблюдений 1 2, ,..., Tu u u , и составим логарифмическую функцию
правдоподобия

( )
1 1

ln
T T

t t
t t

l l l f
= =

≡ Θ = =∑ ∑ , (3)

где ( ) 11 1ln 2 ln det
2 2 2

T
t t t t t

Kl H u H u−= − π− − .

Отбрасывая постоянный член ln 2
2
K⎛ ⎞− π⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и учитывая, что t t t tH D D= Γ , в вы-

ражении (3) окончательно имеем

1 1 11 1ln
2 2

T
t t t t t t t t tl D D u D D u− − −= − Γ − Γ =

2 1 1 1

1

1 1 1ln ln
2 2 2

K
T

t jt t t t t t
j

u D D u− − −

=
= − Γ − σ − Γ∑ ,   1,...,t T= .  (4)

В общем случае, когда tu  удовлетворяет произвольному вероятностному за-

кону, для получения устойчивых оценок вектора параметров Θ̂  использование
метода максимального правдоподобия с функцией tl , взятой в виде (4), корректно
(см., например, [13,14]) вследствие выполнения асимптотического соотношения

( ) ( )( )1ˆlim ~ 0,nn
n Y N J −

Θ
→∞

Θ −Θ = Θ , (5)

где ( )JΘ Θ  – информационная матрица Фишера, состоящая из элементов

( ) ( ) ( )
ij

i j

l l
J E

⎛ ⎞∂ Θ ∂ Θ
Θ = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ ∂θ⎝ ⎠

, , 1,i j N= .

Отметим, что даже при малом количестве значений многомерного временного
ряда ,tu 1 t T≤ ≤ , число оцениваемых коэффициентов iθ , , 1,i N= , в DCC-
GARCH(1,1) будет велико. Кроме того, найденные методом максимального
правдоподобия оценки корреляционных ˆ

tΓ , а значит, и ковариационных
ˆ ˆ ˆˆ

t t t tH D D= Γ , 1,...,t T= , матриц не обязательно будут положительно определен-
ными [1, 3]. Поэтому модифицируем DCC-MGARCH(1,1) и предположим, что для
изменяющихся во времени элементов корреляционной матрицы ijtρ  справедливо
следующее соотношение:
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, 1 , 1ijt ij ij i t j t− −ρ = ρ + δ ε ε , 1 i j K≤ < ≤ , 1 t T≤ ≤ , (6)

где 1
, ,i t i t itu −ε = σ  – стандартизированные остатки (шумы), 1 1/ 2

t t t tD H−ε = ε , ijρ  –

элементы некоторой фиксированной матрицы корреляции sΓ = Γ  в момент вре-
мени t = s.

Согласно (6), матрицы tΓ , 1 t T≤ ≤ , слабо меняются с течением t и могут быть
заменены на сумму постоянной корреляционной матрицы Γ  с некоторым белым
шумом. Как следствие, размерность вектора Θ  существенно снижается и состав-
ляет 2 2N K K= + :

( )1 1 1 12 13 1 23 1, 12 13 1,, , ,..., , , , , ,..., , ,..., , , ,...,K K K K K K K K− −Θ = ω α β ω α β ρ ρ ρ ρ ρ δ δ δ . (7)

Получим условия, при которых возмущенная ковариационная матрица
t t t tH D D= Γ , где tΓ  – матрица с элементами , 1 , 1ij ij i t j t− −ρ + δ ε ε , будет положи-

тельно определенной. Сформулируем и докажем теорему 1.
Теорема 1. Пусть ( )ijΔ = −δ − , 0iiδ = , , 1,..,i j K= , – полуопределенная мат-

рица коэффициентов с нулевой главной диагональю, ( )1, 1 , 1diag ,...,t K t− −ε = ε ε  –

диагональная матрица возмущений с элементами одного знака. Тогда tH  положи-
тельно определена.

Доказательство. Очевидно, что
( )t t t t t t t t t t t tH D D D D D D D D H A= Γ = Γ + εΔε = Γ + εΔε = + ,

где Ht – исходная невозмущенная положительно определенная матрица ковариа-
ций, ( ) ( )T T

t t t t t t tA D D D D D D= εΔε = ε Δ ε = ε Δ ε  – шум. Рассмотрим подробнее мат-
рицу At.

1) Пусть ( )1, 1 , 1diag ,...,t K t− −ε = ε ε  составлена из положительных стандартизи-

рованных остатков. Тогда tDε положительно определена, т.е. At как произведение
положительно определенных и полуопределенной матриц будет положительно
полуопределенной.

2) Пусть ( )1, 1 , 1diag ,...,t K t− −ε = ε ε  составлена из отрицательных стандартизиро-

ванных остатков. Тогда tDε отрицательно определена, а ( )tD−ε  будет положи-
тельно определенной. Следовательно, ( ) ( )( ) ( ) ( )t t t t tA D D D D= − −ε Δ − −ε = −ε Δ −ε
тоже будет положительно определенной по доказанному выше первому случаю.

Таким образом, в условиях теоремы At всегда положительно полуопределена.
Докажем, что t t tH H A= +  положительно определена. Действительно, по опреде-

лению, для любого вектора , 0KV R V∈ ≠ , имеем

( )T T T T
t t t t tV H V V H A V V H V V AV= + = + .

Так как 0T
tV H V > , 0T

tV AV ≥ , то 0T
tV H V > , что доказывает теорему 1.

Замечание. Если матрица ε  составлена из остатков разных знаков, то At будет
неопределенной матрицей и доказать положительную определенность tH  не уда-
ется.
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Отметим, что в выражении (6) при 0ijδ = , 1 i j K≤ < ≤ , алгоритм DCC-
MGARCH(1,1) превращается в известный метод ССС-MGARCH(1,1) [2]. Неоспо-
римыми преимуществом последнего алгоритма является использование единст-
венной, постоянной по времени корреляционной матрицы Γ при моделировании
значений tH :

t t tH D D= Γ ,
что не только приводит к сокращению числа оцениваемых параметров в векторе
Θ , но и существенно облегчает процедуру расчетов. Действительно, в случае ус-
ловной нормальности случайных величин ( )1~ 0,t t tu N H F −  оценка максималь-

ного правдоподобия Γ̂  для Γ  всегда вычисляется как выборочное среднее стан-
дартизированных остатков:

1 1 1

1

ˆ
T

T
t t t t

t
T D u u D− − −

=
Γ = ∑ , (8)

причем Γ̂  почти наверное положительно определена. Далее, (8) позволяет упро-
стить выражения (3), (4) и записать (3) в виде (при условии, что постоянные чле-
ны отброшены)

1 1

1 1
ln ln

2

T T
T

t t t t t
t t

Tl D D u u D− −

= =

⎛ ⎞
= − − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ .

Поэтому число оцениваемых методом максимального правдоподобия коэффи-
циентов сокращается до 3N K= :

( )1 1 1, , ,..., , ,K K KΘ = ω α β ω α β .

Для проверки справедливости равенств 0ijδ = , 1 i j K≤ < ≤ , выдвинем стати-

стическую гипотезу 0 : 0ijH δ = , 1 i j K≤ < ≤ , о постоянстве матриц корреляций

в разложении t t t tH D D= Γ , имеющую ( )20,5Q K K= −  независимых ограниче-

ний. Пусть имеет место альтернативная гипотеза 1 : 0ijH δ ≠ , 1 i j K≤ < ≤ .
Построим критическую статистику γ, для чего используем аналог асимптоти-

ческого соотношения (5):

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1ˆlim ~ 0, T

n
n l l Y N l J l−

Θ Θ Θ
→∞

Θ − Θ = ∇ Θ ⋅ Θ ⋅∇ Θ , (9)

где ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

, ,...,
N

l l l
lΘ

∂ Θ ∂ Θ ∂ Θ⎛ ⎞
∇ Θ = ⎜ ⎟∂ θ ∂θ ∂θ⎝ ⎠

, Θ̂ – оценка для вектора Θ  из (7), най-

денная методом максимального правдоподобия. Соотношение (9) выполнено
вследствие справедливости леммы Слуцкого о предельном переходе под знаком
непрерывной функции ( )l Θ . Далее, так как ( ) ( ) ( )Tl J lΘ Θ Θ∇ Θ ⋅ Θ ⋅∇ Θ  – сумма
квадратов нормально распределенных случайных величин, то она имеет χ2-рас-
пределение с Q степенями свободы. Поэтому γ можно выбрать в следующем виде:

( )1ˆ ˆˆ TS J S−
Θγ = ⋅ Θ ⋅ , (10)

где ( )ˆ ˆS lΘ= ∇ Θ .
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Гипотеза 0H  принимается с уровнем доверия ( )1−α , если ( )2
/ 2 Qαγ < χ  и от-

вергается в противном случае.
Отметим, что информационная матрица ( )JΘ Θ  полезна не только для вычис-

ления критической статистики (10) и проверки нулевой гипотезы о постоянстве
матриц корреляций в методе DCC-MGARCH(1,1). Ее можно применять и при по-
строении доверительных интервалов оценок предельных величин риска VaR (бо-
лее подробно о вычислении VaR можно узнать, например, в [7,15], так как спра-
ведливы следующие неравенства (под знаком « ≤ » понимается некоторое отно-
шение полного порядка на множестве действительных векторов KR ):

( ) ( )1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
r VAR r VARVAR Z n I VAR VAR Z n I− −

α α α− Θ ≤ ≤ + Θ ,

где α – уровень значимости, ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1grad grad t
VARI g J g−

Θ α Θ αΘΘ = Θ Θ Θ ,
( )gα Θ  – квантильная функция для вероятностного закона ( ),F x Θ , задающего

распределение многомерной случайной величины ξ с реализациями { }tu ,
1 t T≤ ≤ , 2rZ  – вектор-квантиль уровня / 2r  стандартного многомерного нор-

мального распределения, ( )1 r−  – вероятность, с которой полученный довери-
тельный параллелепипед накрывает теоретическое значение VARα .

Другие возможные применения матрицы Фишера, а также ее основные свой-
ства подробно рассмотрены в монографии [16].

Построим информационную матрицу ( )JΘ Θ , для чего найдем вектор-гради-
ент ( )lΘ∇ Θ  и вычислим соответствующие математические ожидания.

Дифференцируя дисперсии 2
itσ , определенные согласно (1), по , ,i i iω α β , не-

трудно доказать справедливость следующих рекуррентных соотношений:
22
, 11 i tit

i
i i

−∂σ∂σ
= +α

∂ω ∂ω
; 

22
, 12

, 1
i tit

i t i
i i

−
−

∂σ∂σ
= σ +α

∂α ∂α
; 

22
, 12

, 1
i tit

i t i
i i

u −
−

∂σ∂σ
= +α

∂β ∂β
, (11)

где 
2 2 2
,0 ,0 ,00; 0; 0i i i

i i i

∂σ ∂σ ∂σ
= = =

∂ω ∂α ∂β
, 1,...,t T= , 1,...,i K= .

Так как 
1

1 1t t
t t

s s

−
− −∂Γ ∂Γ

= −Γ Γ
∂θ ∂θ

, то координаты вектора-градиента ( )lΘ∇ Θ  с

входящей в него функцией tl , записанной в виде (4), выражаются следующим об-
разом:

( ) ( ) 2

2
1

1
2

T
it it it

i it it

l d

=

∂ Θ ε − ∂σ
= ⋅

∂ω ∂ωσ
∑ , 1 i K≤ ≤ ;

( ) ( ) 2

2
1

1
2

T
it it it

i it it

l d

=

∂ Θ ε − ∂σ
= ⋅

∂α ∂ασ
∑ , 1 i K≤ ≤ ;

( ) ( ) 2

2
1

1
2

T
it it it

i it it

l d

=

∂ Θ ε − ∂σ
= ⋅

∂β ∂βσ
∑ , 1 i K≤ ≤ ;
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( ) ( )
1

ij
T

it jt t
ij t

l
d d

=

∂ Θ
= −ρ

∂ρ ∑ , 1 i j K≤ < ≤ ;

( ) ( ) , 1 , 1
1

T
ij

it jt t i t j t
ij t

l
d d − −

=

∂ Θ
= −ρ ε ε

∂ δ ∑ , 1 i j K≤ < ≤ , (12)

где ( ) 1 1
1 2, ,..., T

t t t Kt t t td d d d D u− −= = Γ , itd – i-я компонента вектора td , ij
tρ  – эле-

менты обратной матрицы 1
t
−Γ , 1

0, 0t t tD u−ε = ε = .

Отметим, что из независимости дисперсий 2
1tσ , 2

2tσ ,..., 2
Ktσ  в выражении (1) сле-

дует, что производные 
s

l∂
∂ω

и 
k

l∂
∂ω

; 
s

l∂
∂α

и 
k

l∂
∂α

; 
s

l∂
∂β

и 
k

l∂
∂β

; ...; 
s

l∂
∂ω

и 
k

l∂
∂β

,

s k≠ , в (12) также являются независимыми, а соответствующие им коэффициен-
ты информационной матрицы

( ) ( )/ /ij i jJ E l lΘ = ∂ ∂θ ⋅∂ ∂θ =  ( ) ( )/ / 0i jE l E l∂ ∂θ ⋅ ∂ ∂θ = ,

так как математические ожидания информантов равны нулю. В то же время,
/ ijl∂ ∂ρ  и / ijl∂ ∂δ  зависимы друг относительно друга и не могут быть выражены

через производные от остальных параметров модели. Все это позволяет сделать
вывод, что матрица ( )JΘ Θ  является блочной и состоит из подматриц

( ), 1, 1sA s K= + , расположенных на ее главной диагонали. Подматрицы sA  опре-
деляются как математические ожидания произведений частных производных по
всевозможным комбинациям параметров, входящим во множества
{ } { }1 1 1, , ,..., , ,K K Kω α β ω α β , }{ 12 1, 12 1,,..., , ,..., :K K K K− −ρ ρ δ δ

( )( ) ( )/ /s s
s i jA E l l= ∂ ∂θ ⋅∂ ∂θ , { }( ) ( ), , ,s s

i j s s sθ θ ∈ ω α β , , 1,3i j = , 1,s K= ;

( )( 1) ( 1)
1 / /K K

K i jA E l l+ +
+ = ∂ ∂θ ⋅∂ ∂θ ,   ( ), 1, 1i j K K= − , (13)

где }{( 1) ( 1)
12 1, 12 1,, ,..., , ,...,K K

i j K K K K
+ +

− −θ θ ∈ ρ ρ δ δ .

Матрицы 1,..., KA A  были вычислены в работе [9]:

( )
2 2

4 ( ) ( )
1 1

1
2

T K
qt qts

ij s s
t q qt i j

a
= =

∂σ ∂σ
=

σ ∂θ ∂θ
∑ ∑ , (14)

где ( )s
ija  – элементы sA , , 1,3i j = , 1,s K= .

Определение функционального вида зависимостей для элементов подматрицы
1KA +  сделано впервые. Приведем здесь только конечный результат, отмечая, что

при вычислении 1KA +  были использованы формулы (12), введены вспомогатель-

ные матрицы ( ) 1 1
t ij t tC c D− −= − − = Γ , ( ) 1/ 2

t ij tB b H= − − = ; под знаком K-мерного
интеграла, определяющего математическое ожидание, была сделана замена пере-
менного tu B y= , где y – новая некоррелированная случайная величина, и вычис-
лены возможные моменты четвертого порядка многомерного нормального рас-
пределения. Например, были получены следующие равенства:
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( )
1 1 2

1 1 2

4 4
, , ,

1
3 6

K

K

i i s i s i s
s s sR

u f u du b b b
= ≠

= +∑ ∑∫ , 1,i K= ;

( )
1 2 2

1 2

2 2
, , ,

1 1K

K K

i j q i s j s q s
s sR

u u u f u du b b b
= =

= ∑ ∑∫ , , 1,i j K= ,

где ( ) ( ) ( )/ 2 1/ 2 112 det exp
2

K T
t tf u H u H u− − −⎛ ⎞= π −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, ( )1 2, ,..., T

Ku u u u= .

Заметим также, что 1KA +  также является блочной с подматрицами размерно-
сти K(K – 1)/2 × K(K – 1)/2:

1 2
1

2 3
K T

M M
A

M M+
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

причем блок ( )( )1
1 ,M mλ η= − −  построен из математических ожиданий

( )/ /E l lλ η∂ ∂θ ⋅∂ ∂θ  по параметрам }{ 12 1,, ,..., K Kλ η −θ θ ∈ ρ ρ , ( )( )2
2 ,M mλ η= − −  – из

( )/ /E l lλ η∂ ∂θ ⋅∂ ∂θ  по }{ 12 1,,..., K Kλ −θ ∈ ρ ρ , }{ 12 1,,..., K Kη −θ ∈ δ δ ,
( )( )3

3 ,M mλ η= − −  – из ( )/ /E l lλ η∂ ∂θ ⋅∂ ∂θ  по }{ 12 1,, ,..., K Kλ η −θ θ ∈ δ δ . Тогда

( ) ( )
4

1 , , , ,
6 7,

1 1
/ /

T
m s i j i j m s

ij ms p
t p

m E l l F F Fλ η
= =

= ∂ ∂ρ ⋅∂ ∂ρ = −ρ −ρ + ρ ρ∑∑ ,

( ), 1, 1 / 2,K Kλ η = − (15)
где

1 1 2 2 1 3 2 3 1 3 2 3 1 4 2 4 1 3 2 4
1 2 3 3 4 3 4

2 2 2 2
1 3 3i s j s m s s s s s s s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s
F c c c c b b b b b b b b

≠ ≠ ≠

⎡ ⎤
= ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑ ;

1 1 1 1 1 2 1 2 1 3
1 2 2 3

4
2 3 2i s j s m s s s s s s s s s

s s s s
F c c c c b b b

≠

⎡ ⎤
= ⋅ + ⋅⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ;

1 1 2 3 1 4 2 5 3 5
1 2 3 4 5

2
3 2 i s j s m s s s s s s s s s

s s s s s
F c c c c b b b

≠

⎡ ⎤
= ⋅ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑∑ ;

1 2 3 4 1 5 2 5 3 5 4 5
1 2 3 4 5

4 53i s j s m s s s s s s s s s s s
s s s s s

F c c c c b b b b F
≠ ≠

⎡ ⎤
= ⋅ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ;

( )1 5 2 6 1 5 3 6 1 5 4 6 2 5 3 6 2 5 4 6 3 5 4 6
5 6

5 s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s
s s

F b b b b b b b b b b b b
≠

= + + + + +∑ ;

1 1 1 2 1 2 1 3 2 3
1 2 1 2 3

2
6 is j s s s is j s s s s s

s s s s s
F c c b c c b b

≠
= +∑∑ ∑ ∑ ;

1 1 1 2 1 2 1 3 2 3
1 2 1 2 3

2
7 ms s s s s ms s s s s s s

s s s s s
F c c b c c b b

≠
= +∑∑ ∑ ∑ .
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Аналогично,

( ) ( ) ( )2
, 1 , 1, / / / /ij ms ij ms m t s tm E l l E l l − −λ η = ∂ ∂ρ ⋅∂ ∂δ = ∂ ∂ρ ⋅∂ ∂ρ ε ε ,

( ), 1, 1 / 2,K Kλ η = − (16)

так как значения шумов , 1 , 1,m t s t− −ε ε , вычисленные в предыдущий момент време-
ни, считаются известными. Окончательно,

( ) ( ) ( )3
, 1 , 1 , 1 , 1, / / / /ij ms ij ms i t j t m t s tm E l l E l l − − − −λ η = ∂ ∂δ ⋅∂ ∂δ = ∂ ∂ρ ⋅∂ ∂ρ ε ε ε ε ,

( ), 1, 1 / 2K Kλ η = − . (17)

2. Эконометрический анализ цен акций

Информационные матрицы ( )JΘ Θ  с блоками (13) – (17) используем для про-
верки статистической гипотезы 0H  о постоянстве матриц корреляций рисковых
активов на российском фондовом рынке. Гипотеза выдвинута с целью уменьше-
ния числа оцениваемых параметров в методе DCC-MGARCH(1,1) и для упроще-
ния его расчетной структуры. Рассмотрим пять портфелей по четыре актива в ка-
ждом. Первый портфель (П1) составим из обыкновенных акций компаний Лу-
кОйл, Сургутнефтегаз, Ростелеком, РАО ЕЭС, зафиксируем цены закрытия за пе-
риод с 02 января 2000 по 27 октября 2006 года (всего 1701 значение). Второй
портфель (П2) сформируем из обыкновенных акций компаний ГМК Норильский
Никель, Аэрофлот, АвтоВаз, Моэнерго, учтем цены закрытия за период с 31 ок-
тября 2001 по 23 марта 2007 года (всего 1361 значение). Третий портфель (П3) со-
ставим из обыкновенных акций компаний Балтика, Роснефть, Росбанк, Полюс Зо-
лото, при этом учтем цены закрытия за период с 23 августа 2006 по 24 марта 2007
года (всего 144 значение). Четвертый портфель (П4) составим из обыкновенных
акций компаний РАО ЕЭС, Аэрофлот, Сбербанк, Транснефть, возьмем цены за-
крытия за период с февраля 2003 по март 2007 года (всего 1025 значений). Нако-
нец, пятый портфель (П5) составим из обыкновенных акций компаний РИТЭК,
МТС, СибирьТелеком, Татнефть, зафиксируем цены закрытия за период с февра-
ля 2004 по март 2007 года (всего 730 значений).

Отметим, что количество акций K = 4 в (П1) – (П5) выбрано для простоты
представления результатов, получаемых при вычислениях.

Нормированные на собственную максимальную величину цены акций портфе-
лей (П1) – (П5) приведены на рис. 1, a – e.

Перед конструированием информационной матрицы ( )JΘ Θ  была проверена
статистическая гипотеза об условной гетероскедастичности исходных цен акти-
вов, формирующих (П1) – (П5). Как известно [17], такое исследование осуществ-
ляется с помощью ARCH-теста (или теста Энгла), примененного для остатков
временных рядов с выдвинутой нулевой гипотезой H0 об их условной гомоске-
дастичности. Так как одномерный GARCH(p,q)-процесс является локальным
ARCH(p+q)-процессом, то критическая статистика теста подчинялась χ2-распре-
делению с (p+1) степенью свободы.
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Рис. 1. Нормированные котировки активов портфелей (П1) – (П5):
а – (П1); b – (П2); c – (П3)
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Рис. 1 (продолжение). Нормированные котировки активов
портфелей (П1) – (П5): d – (П4); e – (П5)

Проведенные для (П1) – (П5) вычисления показали наличие гетероскедастич-
ности (отсутствие гомоскедастичности) во всех временных рядах портфелей. В
связи с большим объемом полученной информации представим результаты толь-
ко для (П1) и сведем их в табл. 1 при уровне значимости α = 0,05.

Таким образом, исходное предположение об условной гетероскедастичности
многомерных временных рядов в портфелях выполнено, что позволяет находить
дисперсии 2

itσ  в соответствии с равенством (1). Так как 2 2
1 ,...,t Ktσ σ  независимы

друг от друга, то для их отыскания был использован классический одномерный
метод GARCH(1,1) [12,18] с лагом k = 20. Далее, в соответствии с (8) в каждый
фиксированный момент времени t, t = 1,…,T, вычислялись оценки максимального
правдоподобия ˆ

tΓ  для условных корреляционных матриц tΓ :

1 1 1

1

ˆ
t

T
t s s s s

s
t D u u D− − −

=
Γ = ∑ ,
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которые по построению будут симметричными и положительно определенными.
Тогда ˆ ˆ

t t t tH D D= Γ  будут положительно определенными ковариационными мат-

рицами и для них существуют как разложения Холесского ˆ T
t t tH B B= , так и об-

ратные матрицы 1 1ˆ
t t tC D− −= Γ . Используя ,t tB C  в (15) – (17), волатильности 2

itσ  и
рекуррентные соотношения (11) в выражении (14), формируя блоки (13), получа-
ем оценки информационных матриц ( )ˆJΘ Θ  в каждый момент t, t=1,…,T. Далее,

находим градиенты ( )ˆlΘ∇ Θ  с учетом соотношений (12) и обращаем ( )ˆJΘ Θ , если
это возможно, методом Гаусса с выбором главного элемента. Наконец, вычисляем
критическую статистику (10) и сравниваем ее с ( )2

0.975 6 14,4494,χ = принимая или
отклоняя гипотезу 0H .

Т а б л и ц а  1

Результаты ARCH-теста остатков временных рядов в (П1)

ЛукОйл СургутнефтегазЛаг,
p H0

Критическая
статистика ( )2 1pαχ + H0

Критическая
статистика ( )2 1pαχ +

10 отклонена 214,4705 19,6751 отклонена 263,4729 19,6751
15 отклонена 230,1417 26,2962 отклонена 266,2571 26,2962
20 отклонена 244,1521 32,6705 отклонена 271,4537 32,6705

Ростелеком РАО ЕЭСЛаг,
p H0

Критическая
статистика ( )2 1pαχ + H0

Критическая
статистика ( )2 1pαχ +

10 отклонена 103,3072 19,6751 отклонена 189,1452 19,6751
15 отклонена 107,4401 26,2962 отклонена 253,1871 26,2962
20 отклонена 108,2795 32,6705 отклонена 259,3961 32,6705

Проведенные расчеты статистик γ для акций портфелей (П1) – (П5) позволили
выявить на российском рынке торговые дни трех основных типов (классов). К
первому типу (T1) относятся дни, для которых выполнена гипотеза о постоянстве
матрицы корреляций и применим упрощенный эконометрический метод ССС-
MGARCH(1,1). Далее, ко второму типу (T2) относятся дни, для которых отклоня-
ется 0H  и соответственно обязательно используется более сложный алгоритм
DCC-MGARCH(1,1). Наконец, к третьему типу (T3) относятся дни, в которых оп-
ределитель ( )( )ˆdet JΘ Θ  равен нулю, обратная матрица ( )1 ˆJ −

Θ Θ  не существует, а

статистика γ не определена. Моменты времени, входящие в T3, наиболее интерес-
ны для анализа, так как для них имеет место линейная зависимость строк в блоч-
ной матрице 1KA +  и, как следствие, обнаруживается функциональная связь между
корреляциями котировок различных акций в каком-либо портфеле. Значит, неко-
торые предприятия-эмитенты изначально более тесно связаны друг с другом (да-
же если они и не принадлежат одной отрасли экономики), а движение их котиро-
вок происходит из-за наступления одних и тех же фундаментальных событий, на-
пример, из-за движения капитала (притока или оттока) на финансовом рынке или
благодаря поступлению новостей и т.п. Кроме того, можно говорить и об исполь-
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зовании инсайдерской информации, так как наблюдаются согласованные покупки
и продажи всех активов портфелей (иначе говоря, существуют торговые дни, ко-
торые относятся к классу T3 для всех П1 – П5 одновременно).

Количество торговых дней каждого типа T1 – T3, найденное для портфелей
П1 – П5, приведено в табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Распределение торговых дней различных типов по портфелям акций

Тип портфеляТорговые
дни П1 П2 П3 П4 П5
Т1 827 614 45 439 219
Т2 813 611 67 500 454
Т3 41 116 12 66 57

Как следует из результатов вычислений, представленных в табл. 2, гипотеза о
постоянстве матрицы ковариаций в разложении t t t tH D D= Γ  отвергается. Следо-
вательно, использование алгоритма ССС-MGARCH(1,1) на всем временном про-
межутке не обосновано, и для получения более точных результатов нужно приме-
нять более сложный метод DСС-MGARCH(1,1). При этом число оцениваемых па-
раметров в DСС-MGARCH(1,1) можно существенно уменьшить, если принять до-
пущение (6) о характере зависимости элементов матрицы tΓ .

При вычислении критической статистики (10) для портфелей (П1) – (П5) был
обнаружен любопытный эффект: торговые дни T1 (T2), в которые выполнена (от-
клонена) гипотеза 0H , стремятся следовать друг за другом (рис. 2, для наглядно-
сти дни T3 исключены).

0 20 t,  дни

1

403010 50 60

Рис. 2. Последние 64 торговых дня типов Т1 – Т2 для портфеля П3.
Единицей обозначены элементы Т1, нулем – Т2.

По аналогии с хорошо изученным и описанным в литературе эффектом кла-
стеризации волатильности [7], справедливым для одномерных временных рядов,
назовем наблюдаемое поведение портфелей кластеризацией обобщенной вола-
тильности или кластеризацией матриц ковариаций.

Далее, замечено, что изменение типизации с T1 до T2 и с T2 до T1 происходит
через моменты времени T3. При этом для дней T1 характерно умеренное измене-
ние суточной волатильности в пределах от 0 до 2 % по каждому из активов, в то
время как для дней T2 ее поведение более стохастично: суточная одномерная во-
латильность превосходит 2 %.
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Доказанная несостоятельность гипотезы о применении алгоритма ССС-
MGARCH(1,1) на российском фондовом рынке способствовала дальнейшему эко-
нометрическому анализу поведения портфелей (П1) – (П5) с использованием
DСС-MGARCH(1,1). Так как этот анализ выходит за рамки исследований данной
работы, позволим себе привести только некоторые конечные результаты: постро-
ен вероятный сценарий будущей стоимости портфелей (П1) – (П5) с использова-
нием нормального, α-устойчивого [15] и STS-распределений [15, 18], причем для
последнего из этих распределений достигнута наибольшая точность вычислений.
Например, для портфеля (П1) относительная погрешность между моделируемыми
и известными значениями четырех временных рядов не превосходила 4,1 %, для
(П2) – 4,8 %, для (П3) – 6,7 %, для (П4) – 6,4 %.

Заключение

Найдена аналитическая форма записи информационной матрицы Фишера для
алгоритма DCC-MGARCH(1,1). Она применена при исследовании фондового
рынка России. Проведенные вычисления выявили на российском фондовом рынке
торговые дни трех основных типов T1 – T3, причем изменение типизации с T1 до
T2 и с T2 до T1 происходит через моменты времени T3. Кроме того, обнаружен
эффект кластеризации многомерной волатильности (матриц ковариаций).
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