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ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТЕЛА И ТОНКОГО ПРОВОДНИКА

Методом вспомогательных источников в резонансной частотной области
решена задача электромагнитного рассеяния на трехмерном диэлектриче-
ском теле при наличии вблизи него тонкого проводника конечной длины.
Кратко описана разработанная компьютерная программа. Приведены  ре-
зультаты численных расчетов, характеризующие влияние тонкого провод-
ника на бистатическое сечение рассеяния и сечение обратного рассеяния ди-
электрического тела.
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Значительный интерес для исследователей представляет изучение рассеяния
радиоволн в резонансной частотной области трехмерным диэлектрическим телом
при наличии в его окрестности тонких проводников конечной длины. Этот инте-
рес обусловлен необходимостью решения таких практически важных проблем,
как проблемы электромагнитной совместимости, конструирования многоэле-
ментных антенных систем, радиолокационной заметности и др.

Если расстояние между диэлектрическим телом и проводниками меньше или
сравнимо с длиной волны, то корректная постановка исследований подобного ро-
да приводит к необходимости решения граничных задач теории рассеяния с уче-
том электромагнитного взаимодействия между рассеивателями. Существующие
средства математического моделирования электромагнитных процессов [1], в
принципе, позволяют решать подобные задачи. Применительно к задаче, рассмат-
риваемой в данной статье, из наиболее популярных средств математического мо-
делирования предпочтительным является метод интегральных уравнений. Однако
соответствующие вычислительные алгоритмы получаются чрезвычайно емкими
по затратам компьютерной памяти и времени вычислений, особенно в случае рас-
сеивателей, не обладающих симметрией вращения, что обусловлено необходимо-
стью вычисления большого числа поверхностных или объемных интегралов.

В последние годы для математического моделирования электромагнитного
рассеяния на системах взаимодействующих тел начали использовать метод вспо-
могательных источников [2 – 4]. В частности, в работах [3, 4] предложены вари-
анты этого метода для моделирования электромагнитного рассеяния на структу-
рах, составленных из конечного числа трехмерных идеально проводящих тел,
часть из которых может являться тонкими проводниками.

В данной статье метод вспомогательных источников использован для модели-
рования электромагнитного рассеяния на структуре, состоящей из объемного ди-
электрического тела и расположенного вблизи него тонкого проводника конечной
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длины. Даны математическая формулировка задачи и краткое описание возмож-
ностей разработанной компьютерной программы для расчета компонент рассеян-
ного поля. Приведены результаты численных расчетов, касающиеся влияния тон-
кого проводника на бистатическое сечение рассеяния и сечение обратного рассея-
ния диэлектрического тела.

1. Формулировка задачи

Геометрия задачи показана на рис. 1. Будем рассматривать стационарную за-
дачу рассеяния электромагнитного поля 0 0{ , }E H

G G
 на структуре, состоящей из

объемного диэлектрического тела iD , ограниченного поверхностью S , с диэлек-
трической iε  и магнитной iμ  проницаемостями и тонкого проводника, ограни-
ченного поверхностью S ′  и расположенного произвольным образом по отноше-
нию к телу iD  (зависимость от времени выбрана в виде exp( )i t− ω ). Под объем-
ным телом будем понимать тело, максимальный и минимальный поперечный раз-
меры которого сравнимы между собой, а под тонким проводником – идеальный
проводник круглого сечения, диаметр которого конечен, но мал по сравнению с
длиной проводника и длиной волны. Эта структура размещена в однородной без-
граничной среде eD  с диэлектрической и магнитной проницаемостями eε , eμ  в
декартовой системе координат с центром, выбранным внутри диэлектрического
тела. Требуется найти рассеянное поле { , }e eE H

G G
 в eD .
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Рис. 1. Геометрия задачи
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Математическая постановка задачи имеет следующий вид:
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1{ ; } / { ; } ( )e e e e e e e eE H R R H E O R−ε μ × + μ − ε =
G G G G G

, R → ∞ , (3)

где eE
G

, eH
G

 и iE
G

, iH
G

 – поля в областях eD  и iD , nG  – единичный вектор нормали
к поверхности S , n′G  – единичный вектор нормали к поверхности S ′  тонкого
проводника; 2 2 2 1/ 2( )R x y z= + + , a b×

GG  – векторное произведение.

2. Модель рассеянного поля

Модель рассеянного поля строится следующим образом. Аналогично тому, как
это сделано в работе [5], введем (см. рис. 1) две вспомогательные поверхности iS
и eS , подобные поверхности диэлектрического тела S  в смысле гомотетии с цен-
тром в точке O , расположенной внутри тела и являющейся началом системы ко-
ординат. Если поверхность S  является центральной, то центр гомотетии выбира-
ем так, чтобы он совпадал с центром поверхности. Поверхность e eS K S=  распо-
ложена внутри диэлектрического тела и характеризуется коэффициентом гомоте-
тии (подобия) 

2

,n eeτ
G , меньшим единицы; поверхность i iS K S=  расположена вне

тела и характеризуется коэффициентом подобия iK , большим единицы. Если
1e iK K= = , вспомогательные поверхности eS  и iS  совпадают с S .

Выберем на вспомогательной поверхности eS  конечную совокупность точек

1

,n eeτ
G , в каждой из которых разместим пару независимых элементарных электриче-

ских диполей с моментами 
1 1 1

, , ,n e n e n ep p eτ τ τ=
G G  и 

2 2 2

, , ,n e n e n ep p eτ τ τ=
G G , а на вспомогательной

поверхности iS  – конечную совокупность точек , 1{ } iN
n i nM = , в каждой из которых

разместим пару независимых вспомогательных электрических диполей с момен-
тами 

1 1 1

, , ,n i n i n ip p eτ τ τ=
G G  и 

2 2 2

, , ,n i n i n ip p eτ τ τ=
G G . Единичные векторы 

1
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плоскости, касательной к eS  в точке ,n eM , а единичные векторы 
1

,n ieτ
G , 

2

,n ieτ
G  – в

плоскости, касательной к iS  в точке ,n iM . Предполагается, что диполи, разме-
щенные на eS , излучают в однородную среду с параметрами eε , eμ , а диполи,
размещенные на iS , – в однородную среду с параметрами iε , iμ .

Внутри тонкого проводника на оси разместим непрерывно распределенный
вспомогательный ток J

G
, аналогично тому, как это сделано в работе [4].

Представим неизвестное рассеянное поле { , }e eE H
G G

 в eD  в виде суммы полей
вспомогательных диполей, расположенных на вспомогательной поверхности eS ,
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и вспомогательного тока:
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 в iD  – в виде суммы полей вспомогательных диполей, располо-
женных на вспомогательной поверхности iS :
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В представлениях (4), (5)

,,( , ) exp( ) / 4
n,e n ee n e e MM MMM M ik R RΨ = π ;

( , ) exp( ) / 4
l le l e MM MMM M ik R RΨ = π ;

,,( , ) exp( ) / 4
n,i n ii n i i MM MMM M ik R RΨ = π ;

, , ,e i e i e ik = ω ε μ ; 
,n eMMR  и 

lMMR  – расстояния от точки ,n eM  на вспомогательной

поверхности eS  и точки lM  на оси проводника до точки наблюдения M  в eD ;

,n iMMR  – расстояние от точки ,n iM  на вспомогательной поверхности iS  до точки

M  в iD ; 
1

,n epτ , 
2

,n epτ  ( 1,2,..., en N= ) и 
1

,n ipτ , 
2

,n ipτ  ( 1, 2,..., in N= ) – неизвестные ди-

польные моменты; eN  и iN  – числа точек размещения диполей на вспомогатель-

ных поверхностях eS  и iS ; J
G

 – неизвестный осевой вспомогательный ток; интег-
рирование в (4) проводится вдоль оси проводника l .

Представления (4), (5) удовлетворяют уравнениям Максвелла (1) и условиям
излучения (3). Для того чтобы удовлетворить граничным условиям (2), необходи-
мо соответствующим образом выбрать значения дипольных моментов 

1

,n epτ , 
2

,n epτ

( 1,2,..., en N= ) и 
1

,n ipτ , 
2

,n ipτ  ( 1, 2,..., in N= ) и распределение осевого тока J
G

.
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Введем кусочно-постоянную аппроксимацию осевого тока. Разобьем линию l
тока J

G
 на N малых участков, в пределах каждого из которых ток можно считать

постоянным. Тогда выражение для Π
G

 в (4) приближенно можно записать в виде

11
( , )

i

i

lN

i i e l
i l

J e M M dl
−=

Π = Ψ∑ ∫
G G , (6)

где iJ  – величина тока на i-м участке проводника; ieG  – единичный вектор, на-
правление которого совпадает с направлением касательной в средней точке рас-
сматриваемого участка. При таком подходе нахождение неизвестного распреде-
ления осевого тока сводится к нахождению значений N элементов тока.

Для определения величин дипольных моментов и элементов тока используем
граничные условия (2), удовлетворяя им в соответствии с методом коллокаций.
Пусть jM  ( 1, 2,...,j L= ) – точки коллокации на поверхности диэлектрического

тела S , а jM ′  ( 1, 2,...,j L′= ) – точки коллокации на поверхности проводника S ′ ;

L – число точек коллокации на S , а L′  – число точек коллокации на S ′ . В силу
предположения о малости диаметра проводника по сравнению с длиной провод-
ника и длиной волны будем считать, что вкладом в рассеянное поле азимутальной
составляющей тока на поверхности проводника можно пренебречь. Тогда для на-
хождения неизвестных 
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где jnG  – значение единичного вектора нормали в точке Mj на поверхности ди-
электрического тела; j
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eH
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iE
G

, j
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 – значения компонент внешнего и внут-

реннего полей в точке jM ; 0
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G
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 – значения компонент возбуждающего поля

в этой же точке; ,
j

e lE  и 0,
j
lE  – значения составляющих рассеянного и возбуждаю-

щего полей вдоль оси проводника в точках коллокации на его поверхности.
Отметим, что в отличие от обычно используемых систем линейных алгебраи-

ческих уравнений метода дискретных источников [6], элементы матриц которых
выражены в конечном виде, (4 )L L N′+ ×  элементов матрицы системы (7) содер-
жат интегралы, которые возникают при применении в соответствии с (4) необхо-
димых дифференциальных операторов к функции Π

G
 (это элементы матрицы,

стоящие перед iJ ).
Решение системы (7) определяется путем минимизации функции
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После решения задачи минимизации (определения неизвестных дипольных
моментов 

1

,n epτ , 
2

,n epτ  ( 1,2,..., en N= ), 
1

,n ipτ , 
2

,n ipτ  ( 1, 2,..., in N= ) и элементов тока

iJ  ( 1, 2,...,i N= ) необходимые характеристики рассеянного поля определяются
из (4).

Контроль точности модели (4), (5) осуществляется путем вычисления относи-
тельного значения функции (8) на сетке точек, промежуточных по отношению к
точкам коллокации, выбираемых как на поверхности диэлектрического тела S ,
так и на поверхности S ′  проводника:

1/ 2
0( / )′Δ = Φ Φ , (9)

2 2 2
0 0 0 0,

1 1
{| | | | } | |

pd LL
j j jj je

l
ej j

n E n H E
= =

μ
Φ = × + × +

ε∑ ∑
G GG G ,

где ′Φ  – значение функции (8) на указанной выше совокупности точек; 0Φ  – зна-
чение соответствующей нормы падающего поля на этой же совокупности точек;

dL  – число промежуточных точек на поверхности диэлектрического тела; pL  –

число промежуточных точек на поверхности проводника.

3. Численные результаты

На основании изложенной выше модели создана программа для расчета ком-
понент рассеянного поля и контроля точности полученного решения. Диэлектри-
ческое тело выбрано имеющим форму трехосного эллипсоида. Предполагается,
что проводник является прямолинейным. Положение проводника относительно
диэлектрического тела, а также его длина определяются заданием координат на-
чальной и конечной точек проводника.

Помимо положения проводника, входными величинами являются значения
геометрических параметров диэлектрического тела (в длинах волн), значения от-
носительных диэлектрической /i eε ε  и магнитной /i eμ μ  проницаемостей, возбу-

ждающее поле 0 0{ , }E H
G G

, параметры подобия eK  и iK , числа точек размещения
диполей eN  и iN ; числа участков разбиения N  осевого тока, а также числа точек
коллокации L  и L′  на поверхностях диэлектрического тела и проводника. Отме-
тим, что на поверхности тонкого проводника точки коллокации размещаются
только на его цилиндрической части; на торцах проводника точки коллокации не
размещаются. Это означает, что мы пренебрегаем влиянием торцов на рассеянное
поле. Сравнение результатов расчета бистатических сечений рассеяния, получен-
ных при дополнительном размещении точек коллокации на торцах, с результата-
ми, полученными при размещении точек коллокации только на цилиндрической
части проводника, показали, что влиянием торцов на эту характеристику рассеян-
ного поля действительно можно пренебречь, если длина проводника в 10 и более
раз превышает его диаметр.

Минимизация функции (8) осуществляется методом сопряженных градиентов;
итерационный процесс останавливается при условии, если относительное измене-
ние функции (8) на каждой из десяти последних итераций не превышает заданно-
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го значения 410− . При помощи данной программы выполнена серия вычислитель-
ных экспериментов, направленных на исследование влияния тонких проводников
на бистатические сечения рассеяния и сечения обратного рассеяния диэлектриче-
ских тел. Некоторые результаты представлены ниже.

Рис. 2. и 3 характеризуют влияние близко расположенного проводника на бис-
татическое сечение рассеяния эллипсоида с параметрами 3e ek a k b= = , 4ek c = ,

/ 8i eε ε = , ek a . Длина проводника ek b  равна ek c  ( 5,65ek l = ), радиус проводника

0r  равен 0,02λ  ( 0 0,125ek r = ). Полуоси эллипсоида ek a , ek b , ek c  ориентирова-
ны вдоль осей x, y, z соответственно; проводник ориентирован вдоль оси x  и
симметрично расположен относительно поверхности эллипсоида. Эллипсоид и
проводник возбуждаются плоской волной, падающей вдоль оси z, с вектором 0E

G
,

ориентированным вдоль оси x. Рис. 2 относится к случаю, когда проводник распо-
ложен со стороны падения возбуждающей волны (перед эллипсоидом), рис. 3 – к
случаю, когда проводник расположен с противоположной стороны (в области те-
ни). Кривые 1 на этих рисунках – это бистатические сечения рассеяния одиночно-
го эллипсоида; кривые 2 – бистатические сечения рассеяния эллипсоида и про-
водника, когда последний расположен на расстоянии lΔ , равном 0,01λ , от эл-
липсоида; кривые 3 – те же характеристики, когда проводник расположен на рас-
стоянии lΔ , равном 0,1λ , от эллипсоида. Бистатические сечения рассеяния при-
ведены в E-плоскости (плоскость векторов ek

G
 и 0E

G
); диаграмма рассеяния в

E-плоскости симметрична относительно оси z, поэтому приведено сечение рас-
сеяния только в полуплоскости 0ϕ = . По оси абсцисс на рис. 2, 3 отложены зна-
чения угла θ , по оси ординат – нормированные на квадрат длины волны значения
сечения рассеяния в децибелах.
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Рис. 2. Бистатические сечения рассеяния эллипсоида с параметрами
3e ek a k b= = , 4ek b = , / 8i eε ε = , / 1i eμ μ =  и такого же эллипсоида с

расположенным со стороны падающего поля проводником длиной
5,65ek l =
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Рис. 3. Бистатические сечения рассеяния эллипсоида с параметрами
3e ek a k b= = , 4ek b = , / 8i eε ε = , / 1i eμ μ =  и такого же эллипсоида с

расположенным в области тени эллипсоида проводником длиной
5,65ek l =

В соответствии с предлагаемой моделью для представления рассеянного поля
используются вспомогательные источники в виде пар тангенциально-
ориентированных диполей, расположенных на вспомогательных поверхностях eS
и iS , которые также являются эллипсоидами, а также в виде тока, непрерывно
распределенного вдоль оси проводника. Положения вспомогательных поверхно-
стей характеризуются следующими значениями параметров подобия: 0,6eK = ,

4iK = . Количества точек размещения диполей на внутренней и внешней вспомо-
гательных поверхностях выбраны одинаковыми: 484e iN N= = ; распределены
эти точки следующим образом. В каждом из 22 полусечений constϕ = , отстоящих
одно от другого на угловое расстояние 16,36Δϕ = ° , равномерно по углу θ  вы-
браны 22 точки размещения диполей. Число точек коллокации L  на поверхности
эллипсоида выбрано равным 968; алгоритм их размещения по углу θ  выбран та-
ким же, как для точек размещения диполей, но располагаются эти точки как в по-
лусечениях constϕ =  точек размещения диполей, так и в полусечениях, прове-
денных посередине между ними. Линия тока внутри проводника разбита на 35
участков: 35N = . Число поперечных сечений constx = , в которых размещены
точки коллокации на поверхности проводника, выбрано также равным 35; в каж-
дом сечении расположены четыре точки коллокации равномерно по азимутально-
му углу; 140L′ = . При таких параметрах метода значение невязки (9) не превы-
шает 0,22.

Результаты, представленные на рис. 2 и 3, позволяют сделать следующие
выводы. Присутствие тонкого проводника в наибольшей степени влияет на сече-
ния рассеяния в направлениях, относящихся к заднему полупространству
( 90 180° < θ < ° ). Проводник, расположенный в области тени, влияет на бистати-
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ческое сечение рассеяния диэлектрического тела в меньшей степени, чем такой
же проводник, расположенный на таком же расстоянии со стороны падения воз-
буждающей волны. Это объясняется тем, что в последнем случае токи, наводимые
на проводнике падающей волной, больше по величине, чем токи, наводимые на
проводнике ближним рассеянным полем эллипсоида, когда проводник находится
в области тени. Наконец, как показывает сравнение кривых 1 – 3 между собой, ве-
личина сечения рассеяния существенно зависит от расстояния между поверхно-
стью эллипсоида и проводником. Например (см. рис. 2), при расположении про-
водника на расстоянии 0,01λ  от поверхности эллипсоида сечение рассеяния в на-
правлении 140θ = °  равно –9 дБ, а при расположении этого же проводника на рас-
стоянии 0,1λ  равно –19 дБ (уменьшилось на 10 дБ).

Существенная зависимость сечения рассеяния от расстояния между эллипсои-
дом и проводником приводит к мысли использовать этот факт для изменения се-
чения обратного рассеяния диэлектрического тела. Для того чтобы оценить воз-
можные пределы такого изменения, была исследована зависимость сечения об-
ратного рассеяния от расстояния между эллипсоидом и проводником. Получен-
ные результаты представлены на рис. 4, где по оси абсцисс отложено расстояние в
длинах волн от нижней точки эллипсоида до проводника, а по оси ординат – се-
чение обратного рассеяния обрσ , нормированное на квадрат длины волны, в де-

цибелах. Сплошной прямой линией на рисунке показано сечение обратного рас-
сеяния одиночного эллипсоида (эллипсоида без проводников). При получении
этих результатов параметры эллипсоиды, длина и радиус проводника, а также па-
раметры метода eK , iK , eN , iN , L , N , L′  выбраны такими же, как и при полу-
чении результатов, представленных на рис. 2, 3. Проводник расположен со сторо-
ны падающей волны.

0 0,3 0,6 0,9 1,2 Δ /λl
–8

–4

0

4

8
σ /λобр 2, дБ

Рис. 4. Зависимость сечения обратного рассеяния
от расстояния между эллипсоидом и проводником
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Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы. С помощью
проводника, располагая его на соответствующем расстоянии, можно существенно
(приблизительно на 8 децибел) уменьшить сечение обратного рассеяния диэлек-
трического тела. Кривая зависимости сечения обратного рассеяния от расстояния
между диэлектрическим телом и проводником носит осциллирующий характер.
Положение первого минимума кривой (в данном случае он имеет место при

0,13lΔ = λ ) зависит от параметров диэлектрического тела и длины проводника и
может быть найдено только в результате решения рассматриваемой задачи. По-
ложение остальных минимумов легко предсказывается: каждый последующий
минимум находится на расстоянии, равном 0,5λ  от предыдущего.

Заключение

Таким образом, в данной статье методом вспомогательных источников в резо-
нансной частотной области приведено решение задачи электромагнитного рас-
сеяния на трехмерном магнитодиэлектрическом теле при наличии вблизи него
тонкого проводника конечной длины. Кратко описана разработанная компьютер-
ная программа. Исследовано влияние тонких проводников на бистатические сече-
ния рассеяния и сечения обратного рассеяния диэлектрического тела. В частно-
сти, установлено, что присутствие тонкого проводника в наибольшей степени
влияет на сечения рассеяния в направлениях, относящихся к заднему полупро-
странству, а величина сечения рассеяния существенно зависит от расстояния ме-
жду поверхностью диэлектрического тела и проводниками. Установлено также,
что с помощью проводника, располагая его на соответствующем расстоянии,
можно существенно уменьшить сечение обратного рассеяния диэлектрического
тела.
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