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Рассматривается задача оптимальной оценки состояний дважды стохастиче-
ского полусинхронного потока с инициированием дополнительных событий
(обобщенный полусинхронный поток), являющегося математической моде-
лью информационных потоков, функционирующих в телекоммуникацион-
ных сетях. Находится явный вид апостериорных вероятностей состояний
потока. Решение о состоянии потока выносится по критерию максимума
апостериорной вероятности. Приведены численные результаты, полученные
с использованием расчетных формул и имитационного моделирования.
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Системы и сети массового обслуживания (CMO, CeMO) являются широко
распространенной математической моделью реальных физических, технических,
экономических, информационных систем и сетей. В свою очередь, случайные по-
токи событий как основные элементы CMO и CeMO широко применяются в каче-
стве математических моделей информационных потоков заявок, функционирую-
щих в таких системах и сетях. В последние два десятилетия в связи с бурным раз-
витием компьютерной техники и информационных технологий возникла важная
сфера приложений теории массового обслуживания – проектирование и создание
информационно-вычислительных сетей, спутниковых сетей связи, телекоммуни-
кационных сетей и т.п. Все это можно объединить термином – цифровые сети ин-
тегрального обслуживания (Integrated Service Digital Networks – ISDN). Особенно-
стью ISDN является передача по единым аппаратным средствам разнообразных
видов информации (речевых сигналов в цифровом формате, интерактивных дан-
ных, видеосигналов и т.п.). Оказалось, что классические математические модели
входящих потоков событий являются в той или иной степени непригодными для
описания информационных потоков в ISDN. Все это дало толчок к построению
новых математических моделей входящих потоков событий, достаточно адекват-
но описывающих реальные информационные потоки, функционирующие в ISDN.
На практике параметры, определяющие входящий поток событий, известны либо
частично, либо вообще неизвестны, либо (что еще больше ухудшает ситуацию)
они изменяются со временем, при этом изменения часто носят случайный харак-
тер, что приводит к рассмотрению дважды стохастических потоков событий. От-
метим, что одними из первых работ в этом направлении были статьи [1 – 3]. В [1,
2] введены в рассмотрение так называемые MC (Markov chain)-потоки, в [3] –
MVP (Markov versatile processes)-потоки. Потоки событий с зависящей от времени
интенсивностью, являющейся случайным процессом, можно разделить на два
класса. К первому классу относятся потоки с интенсивностью, изменения которой
являются непрерывным случайным процессом. Ко второму классу относятся по-
токи, у которых изменения интенсивности есть кусочно-постоянный случайный



Оптимальная оценка состояний обобщенного полусинхронного потока событий 67

процесс с конечным числом состояний. Последние (потоки с переключениями,
или MC-потоки событий [1, 2]) – наиболее характерны для реальных телекомму-
никационных сетей. В свою очередь, в зависимости от того, каким образом про-
исходит переход из состояния в состояние, MC-потоки можно разделить на три
типа:

1) синхронные потоки событий – потоки с интенсивностью, для которой пере-
ход из состояния в состояние происходит в случайные моменты времени, являю-
щиеся моментами наступления событий [4 – 17];

2) асинхронные потоки событий – потоки с интенсивностью, для которой пе-
реход из состояния в состояние происходит в случайные моменты времени и не
зависит от моментов наступления событий [18 – 37];

3) полусинхронные потоки событий – потоки, у которых для одного множест-
ва состояний справедливо определение первого типа, а для остальных состояний
справедливо определение второго типа [38 – 44].

Отметим, что синхронные, асинхронные и полусинхронные дважды стохасти-
ческие потоки возможно представить в виде моделей MAP (Markovian Arrival Pro-
cess)-потоков событий [45 – 47].

Режимы функционирования системы массового обслуживания непосредствен-
но зависят от параметров дважды стохастического потока и состояний, в которых
находится поток. Если система обслуживания функционирует в условиях полной
(все параметры потока априорно неизвестны) либо частичной (часть параметров
потока априорно неизвестна) неопределенности, то возникает задача оценки па-
раметров потока по наблюдениям за потоком (по наблюдениям за моментами на-
ступления событий) [7, 8, 10, 11, 13, 15 – 17, 25, 26, 29 – 35, 40 – 44]. Что касается
состояний дважды стохастического потока событий, то даже тогда, когда поток
функционирует в условиях отсутствия априорной неопределенности (параметры
потока полностью известны), сказать о том, в каком состоянии находится поток в
тот или иной момент времени без наблюдений за потоком, возможно только на
основании априорных данных. В этом случае возникает задача оценки состояний
потока событий (задача фильтрации интенсивности дважды стохастического по-
тока) по наблюдениям за моментами наступления событий [4 – 6, 9, 12, 14, 18 –
24, 27, 28, 36 – 39].

В настоящей статье рассматривается дважды стохастический поток событий
третьего типа – полусинхронный поток событий. Подчеркнем, что в [38, 39] ре-
шены задачи фильтрации, в [40 – 44] – задачи оценки параметров полусинхронно-
го дважды стохастического потока событий в различных условиях, когда число
состояний потока равно двум.

В данной статье решается задача об оптимальной оценке состояний полусин-
хронного дважды стохастического потока с двумя состояниями и инициировани-
ем дополнительных (лишних) событий (далее обобщенный полусинхронный по-
ток либо просто поток), т.е. результаты [38, 39] обобщаются на случай присутст-
вия в полусинхронном потоке дополнительных (лишних) событий. Находятся вы-
ражения для апостериорных вероятностей состояний обобщенного полусинхрон-
ного потока. Решение о состоянии потока выносится по критерию максимума
апостериорной вероятности, представляющей наиболее полную характеристику
состояния потока, которую можно получить, располагая только выборкой наблю-
дений, и обеспечивающей минимум полной вероятности ошибки вынесения ре-
шения [48].
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1. Постановка задачи

Рассматривается обобщенный полусинхронный поток событий, интенсивность
которого есть кусочно-постоянный случайный процесс λ(t) с двумя состояниями
λ1 и λ2 (λ1 > λ2). В течение временного интервала, когда λ(t) = λi , имеет место пу-
ассоновский поток событий с интенсивностью λi , i = 1,2. Переход из первого со-
стояния процесса λ(t) во второе возможен только в момент наступления события,
при этом переход осуществляется с вероятностью p (0 < p ≤ 1); с вероятностью 1 –
p процесс λ(t) остается в первом состоянии. Тогда длительность пребывания про-
цесса λ(t) в первом состоянии есть случайная величина с экспоненциальной функ-
цией распределения 1λ τ

1(τ) 1 pF e−= − . Переход из второго состояния процесса λ(t)
в первое состояние может осуществляться в произвольный момент времени. При
этом длительность пребывания процесса λ(t) во втором состоянии распределена
по экспоненциальному закону: ατ

2 (τ) 1F e−= − . При переходе процесса λ(t) из вто-
рого состояния в первое инициируется с вероятностью δ (0 ≤ δ ≤ 1) дополнитель-
ное событие в первом состоянии (т.е. сначала осуществляется переход, а затем
инициируется дополнительное событие). Очевидно, что в сделанных предпосыл-
ках λ(t) – марковский процесс. Вариант возникающей ситуации приведен на
рис. 1, где 1,2 – состояния случайного процесса λ(t); t1 , t2 ,… – моменты  наступ-
ления событий; t4 ,… – моменты инициирования дополнительных событий с веро-
ятностью δ.

p pα

1

2

t
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λ
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α

Рис. 1. Формирование обобщенного полусинхронного потока

Если δ = 0, то имеет место обычный полусинхронный поток событий [39–44].
Так как процесс λ(t) и типы событий (события пуассоновских потоков и дополни-
тельные события) являются ненаблюдаемыми, а наблюдаемыми являются только
временные моменты наступления событий t1 , t2 ,… , то необходимо по этим на-
блюдениям оценить состояние процесса (потока) λ(t) в момент окончания наблю-
дений.

Рассматривается установившийся (стационарный) режим функционирования
потока событий, поэтому переходными процессами на интервале наблюдения (t0 ,
t), где t0 – начало наблюдений, t – окончание наблюдений (момент вынесения ре-
шения), пренебрегаем. Для вынесения решения о состоянии ненаблюдаемого про-
цесса λ(t) в момент времени t необходимо определить апостериорные вероятности
w (λi | t1 ,…, tm), i = 1,2, того, что в момент времени t значение процесса λ(t) = λi
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(m – количество наблюденных событий за время t), при этом 
2

1
1

(λ | ,..., ) 1i m
i

w t t
=

=∑ .

Решение о состоянии процесса λ(t) выносится путем сравнения апостериорных
вероятностей: если w(λj | t1 ,…, tm) ≥ w(λi | t1 ,…, tm), i = 1,2, i ≠ j, то оценка состоя-
ния процесса есть �λ( )t = λj.

2. Вывод апостериорных вероятностей состояний потока

Вывод уравнений для апостериорных вероятностей осуществим при использо-
вании известной методики [48]: сначала рассмотрим дискретные наблюдения че-
рез равные достаточно малые промежутки времени ∆t, а затем совершим предель-
ный переход при стремлении ∆t к нулю. Пусть время меняется дискретно с конеч-
ным шагом ∆t: t = k∆t, k = 0,1,… . Введем двумерный случайный процесс (λ(k), rk),
где λ(k) = λ(k∆t) – значение процесса λ(t) в момент времени t = k∆t  (λ(k) = λi , i = 1,2),
rk = rk(∆t) = r[k∆t] – r[(k–1)∆t] – число событий обобщенного полусинхронного по-
тока, наблюденных на временном интервале ((k–1)∆t, k∆t) длины ∆t, rk = 0,1,… .
Обозначим 0 1( , ,..., )m mr r r r=

G
 –  последовательность наблюденных событий за

время от 0 до m∆t на интервалах ((k–1)∆t, k∆t) длительности ∆t, 0,k m=  (r0 – чис-
ло наблюденных событий на интервале (–∆t, 0); так как на этом интервале наблю-
дений не производится, то r0 можно задать произвольным, например r0 = 0);

(0) (1) ( )λ (λ ,λ ,...,λ )m
m =
G

 – последовательность неизвестных (ненаблюдаемых) зна-

чений процесса λ(k∆t) в моменты времени k∆t, 0,k m=  (λ(0) = λ(0) = λi, i = 1,2).
Обозначим через  (λ , )m mw r

G G
 совместную вероятность значений λ ,  m mr

G G
. Процесс

(λ(k) , rk) – марковский, что вытекает из сделанных предпосылок и его конструк-

ции. Действительно, обозначим: 
( 1)( )

1(λ , |λ , )
kk

kkp r r
−

−
G G

 – переходная вероятность
того, что λ(k∆t)= λ(k) и на полуинтервале [(k–1)∆t, k∆t) произошло rk событий пото-
ка при условии, что λ(j∆t)= λ(j) ( 1, 1j k= − ) и на полуинтервалах [(j–1)∆t, j∆t),

( 1, 1j k= − ) наблюдалось rj событий потока соответственно. Процесс λ(t) – мар-
ковский, т.е. его поведение после момента времени t = (k–1)∆t не зависит от пре-
дыстории до момента времени t = (k–1)∆t (длительность каждого состояния пото-
ка имеет экспоненциальное распределение). В каждом состоянии обобщенный
полусинхронный поток ведет себя как простейший и дополнительные события
инициируются в первом состоянии только в момент перехода процесса λ(t) из
второго состояния в первое с постоянной вероятностью δ. Таким образом, пове-
дение компоненты rk также не зависит от предыстории до момента времени
(k–1)∆t. В силу этого переходная вероятность

 
( 1)( ) ( ) ( 1)

1 1(λ , |λ , ) (λ , |λ , )
kk k k

kk k kp r r p r r
− −

− −=
G G

.

Тогда совместная вероятность (λ , )m mw r
G G

 представляется как произведение пе-
реходных вероятностей:

(0) ( ) ( 1)
0 1

1
(λ , ) (λ , ) (λ , |λ , )

m
k k

m m k k
k

w r w r p r r−
−

=

= ∏
G G

,

где  p(λ(k), rk | λ(k–1),rk–1) –  вероятность перехода процесса (λ(k∆t),rk(∆t)) за один шаг
∆t из состояния (λ(k–1),rk–1) в состояние (λ(k),rk).
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Рассмотрим переходную вероятность
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )

1 1 1(λ , | λ , ) (λ | λ , ) ( | λ , ,λ )k k k k k k
k k k k kp r r p r p r r− − −

− − −= . (1)
Первый сомножитель в (1) запишется в виде p(λ(k) | λ(k–1),rk–1) = p(λ(k) | λ(k–1)), так

как на значение процесса λ(k∆t) в момент времени t = k∆t число наступивших на
полуинтервале [(k–2)∆t, (k–1)∆t), предшествующем полуинтервалу [(k–1)∆t, k∆t),
событий rk–1 не влияет в силу марковости процесса (λ(k),rk). Второй сомножитель в
(1) примет вид p(rk | λ(k–1),rk–1, λ(k))= p(rk | λ(k–1), λ(k)), так как число событий rk, на-
блюденных на полуинтервале [(k–1)∆t, k∆t) не зависит от числа событий rk–1, на-
блюденных на полуинтервале [(k–2)∆t, (k–1)∆t), в силу того, что потоки событий в
обоих состояниях процесса λ(t) пуассоновские, дополнительные же события ини-
циируются с постоянной вероятностью δ. Таким образом, переходная вероятность
(1) запишется в виде

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )
1(λ , | λ , ) (λ | λ ) ( | λ ,λ )k k k k k k

k k kp r r p p r− − −
− = . (2)

Обозначим ( )(λ | )k
kw r
K

 – апостериорная вероятность того, что в момент време-
ни t = k∆t состояние процесса λ(t) есть λ(k) (k = m,m+1; λ(k) = λi, i = 1,2). Тогда, ис-
пользуя результаты, приведенные в [14], и выражение (2) для переходной вероят-
ности, получаем рекуррентную формулу для апостериорной вероятности

( 1)
1(λ | )m

mw r+
+

K
:

2
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1

2 2

( ) ( 1)
1 1

λ
( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

1
λ λ( 1)

1 λ λ
( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

1
λ λ λ λ

(λ | ) (λ | λ ) ( | λ ,λ )

(λ | )
(λ | ) (λ | λ ) ( | λ ,λ )

m

m m

m m m m m
m m

m
m

m m m m m
m m

w r p p r

w r
w r p p r

+

+ +
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=+
+

+ +
+

= =

=
∑

∑ ∑

G

G
G

. (3)

Совершим теперь предельный переход при ∆t→0 в рекуррентном соотноше-
нии (3). Имеем  ( 1)

1(λ | )m
mw r+

+
G

 = ( 1)
1(λ | ( ))m

mw r t t+
+ + Δ

G
 = ( 1)(λ | )mw t t+ + Δ ,

( )(λ | )m
mw r
G

 = = ( )(λ | ( ))m
mw r t
G

 = ( )(λ | )mw t . Положим для конкретности в (3)
λ(m+1) = λ1. Тогда (3) примет вид

2

1 1 1
1

1 2 2

1
1 1

(λ | ) (λ | λ ) ( | λ ,λ )
(λ | )

(λ | ) (λ | λ ) ( | λ ,λ )

s s m s
s

s j s m s j
j s

w t p p r
w t t

w t p p r

+
=

+
= =

+ Δ =
∑

∑∑
. (4)

Сначала рассмотрим случай, когда на интервале (t, t+∆t) нет событий (rm+1 = 0)
наблюдаемого потока (т.е рассмотрим поведение апостериорной вероятности
w(λ1 | t) на интервале между моментами времени ti–1 и ti). Подчеркнем, что этот
случай означает, что на интервале (t, t+∆t) нет как событий пуассоновских пото-
ков, так и дополнительных событий.

Рассмотрим произведение p(λj | λs) p(rm+1 = 0 | λs, λj), j,s = 1,2, входящее в (4)
(здесь и далее λs привязано к моменту времени t = m∆t, λj – к моменту времени
(m+1)∆t). В силу определения обобщенного полусинхронного потока событий веро-
ятности перехода процесса λ(t) из состояния в состояние p(λj | λs) выпишутся в виде

p(λ1 | λ1) = 1– pλ1∆t+ο(∆t);    p(λ2 | λ1) = pλ1∆t+ο(∆t);
p(λ1 | λ2) = α∆t+ο(∆t);    p(λ2 | λ2) = 1–α∆t+ο(∆t).
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Рассмотрим вероятности p(rm+1 = 0 | λs, λj) ( j,s = 1,2).
Имеем

1 1
1

(λ | 0,λ ) ( 0,λ )
( 0 | λ ,λ )

(λ ) (λ | λ )
j m s m s

m s j
s j s

p r p r
p r

p p
+ +

+
= =

= = =

1 1(λ | 0,λ ) ( 0 | λ )
(λ | λ )

j m s m s

j s

p r p r
p

+ += =
= . (5)

Из (5) вытекает, что
p(λj | λs) p(rm+1 = 0 | λs, λj) = p(λj | rm+1 = 0, λs) p(rm+1 = 0 | λs);   j,s = 1,2. (6)

Из определения обобщенного полусинхронного потока событий следуют фор-
мулы для вероятностей p(λj | rm+1 = 0, λs),  j,s = 1,2:

p(λ1 | rm+1 = 0, λ1) = 1;    p(λ2 | rm+1 = 0, λ1) = 0;
p(λ1 | rm+1 = 0, λ2) = α∆t+ο(∆t);    p(λ2 | rm+1 = 0, λ2) = 1–α∆t+ο(∆t). (7)

Вероятность p(rm+1 = 0 | λ1), входящая в (6), для j = 1,2 описывает ситуацию, ко-
гда на полуинтервале [t, t+∆t) нет событий пуассоновского потока с параметром
λ1, так как дополнительное событие инициируется с вероятностью δ только при
переходе процесса λ(t) из второго состояния в первое, поэтому p(rm+1 = 0 | λ1) = 1 –
– λ1∆t+ο(∆t). Вероятность p(rm+1 = 0 | λ2), входящая в (6), для j = 1 описывает си-
туацию, когда на полуинтервале [t, t+∆t) нет событий пуассоновского потока с па-
раметром λ2 и нет дополнительного события, поэтому p(rm+1 = 0 | λ2) = (1 – δ)(1 –
– λ2∆t) + ο(∆t). Для j = 2 вероятность p(rm+1 = 0 | λ2) описывает ситуацию, когда на
полуинтервале [t, t+∆t) нет событий пуассоновского потока с параметром λ2, по-
этому в этом случае p(rm+1 = 0 | λ2) = 1– λ2∆t+ο(∆t). Подставляя эти формулы и
формулы (7) для соответствующих j и s в (6), находим

p(λ1 | λ1) p(rm+1 = 0 | λ1, λ1) = 1–λ1∆t+ο(∆t);
p(λ2 | λ1) p(rm+1 = 0 | λ1, λ2) = 0;

p(λ1 | λ2) p(rm+1 = 0 | λ2, λ1) = α(1–δ)∆t+ο(∆t);
 p(λ2 | λ2) p(rm+1 = 0 | λ2, λ2) = 1–α∆t–λ2∆t+ο(∆t).          (8)

Подставляя выражения (8) в (4), производя при этом необходимые преобразо-
вания, получаем числитель A0 и знаменатель B0 в (4):

A0 = (1–λ1∆t) w(λ1 | t)+α(1–δ)∆t w(λ2 | t)+ο(∆t); (9)
B0 = 1–∆t[λ1 w(λ1 | t)+(αδ+λ2) w(λ2 | t)]+ο(∆t). (10)

Подставляя (9), (10) в (4), учитывая при этом, что
1

0B− = 1+∆t[λ1 w(λ1 | t)+(αδ+λ2) w(λ2 | t)]+ο(∆t),
получаем (с точностью до членов ο(∆t)):

w(λ1 | t+∆t) – w(λ1 | t) =
= –λ1∆t w(λ1 | t)+α(1–δ)∆t w(λ2 | t)+∆t w(λ1 | t)[λ1 w(λ1 | t)+(αδ+λ2) w(λ2 | t)] +ο(∆t).
Деля левую и правую части последнего равенства на ∆t, учитывая при этом,

что w(λ2 | t) = 1 – w(λ1 | t), и переходя к пределу при ∆t→0, находим

1(λ | )dw t
dt

= α(1–δ) – (λ1–λ2+α–2αδ) w(λ1 | t)+(λ1–λ2–αδ) w2(λ1 | t). (11)

Полученное дифференциальное уравнение (11) определяет поведение апосте-
риорной вероятности w(λ1 | t) на полуинтервале [ti–1 , ti), т.е. между моментами на-
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ступления событий, причем на правом конце полуинтервала имеет место значение
w(λ1 | ti–0), на основе которого, как будет видно ниже, находится апостериорная
вероятность w(λ1 | ti+0), являющаяся начальной для следующего полуинтервала
[ti , ti+1).

Рассмотрим случай наблюдения одного события (скажем, в момент времени ti)
на полуинтервале (t, t+∆t). В силу ординарности наблюдаемого потока варианты
rm+1 = 2,3,… имеют вероятность ο(∆t). Рассмотрим два смежных интервала (t, ti),
(ti , t + ∆t). Длительность первого интервала: ti – t = 'tΔ , длительность второго:
t + ∆t – ti = "tΔ . Тогда имеем w(λs | t) = w(λs | ti – 'tΔ ), s = 1, 2; w(λ1 | t + ∆t) =
= w(λ1 | ti+ "tΔ ) и (4) примет вид

2

1 1 1
1

1 2 2

1
1 1

(λ | ') (λ | λ ) ( 1 | λ ,λ )
(λ | ")

(λ | ') (λ | λ ) ( 1 | λ ,λ )

s i s m s
s

i

s i j s m s j
j s

w t t p p r
w t t

w t t p p r

+
=

+
= =

− Δ =
+ Δ =

− Δ =

∑

∑∑
. (12)

По-прежнему, рассмотрим произведение p(λj | λs) p(rm+1 = 1 | λs, λj), j,s = 1,2,
входящее в (12). Тогда из (5), где нужно заменить rm+1 = 0 на rm+1 = 1, вытекает со-
отношение, аналогичное (6):

p(λj | λs) p(rm+1 = 1 | λs, λj) = p(λj | rm+1 = 1, λs) p(rm+1 = 1 | λs),    j, s = 1,2. (13)
Из определения обобщенного полусинхронного потока событий следуют фор-

мулы для вероятностей p(λj | rm+1 = 1, λs),  j,s = 1,2:
p(λ1 | rm+1 = 1, λ1) = 1–p;    p(λ2 | rm+1 = 1, λ1) = p;

p(λ1 | rm+1 = 1, λ2) = α∆t+ο(∆t);    p(λ2 | rm+1 = 1, λ2)=1–α∆t+ο(∆t). (14)
Вероятность p(rm+1 = 1 | λ1), входящая в (13), для j = 1,2 описывает ситуацию,

когда на полуинтервале [t, t+∆t) произошло событие пуассоновского потока с
параметром λ1, так как дополнительное событие инициируется с вероятностью
δ только при переходе процесса λ(t) из второго состояния в первое, поэтому
p(rm+1 = 1 | λ1) = = λ1∆t+ο(∆t). Вероятность p(rm+1 = 1 | λ2), входящая в (13), для j = 1
описывает ситуацию, когда на полуинтервале [t, t+∆t) произошло событие пуассо-
новского потока с параметром λ2, а дополнительное событие не произошло, или
обратную ситуацию, поэтому p(rm+1 = 1 | λ2) = (1–δ)λ2∆t+δ(1–λ2∆t)+ο(∆t). Для j = 2
вероятность p(rm+1 = 1 | λ2) описывает ситуацию, когда на полуинтервале [t, t+∆t)
произошло событие пуассоновского потока с параметром λ2, поэтому в этом слу-
чае p(rm+1 = 1 | λ2) = λ2∆t+ο(∆t). Подставляя эти формулы и формулы (14) для соот-
ветствующих j и s в (13), находим

p(λ1 | λ1) p(rm+1 = 1 | λ1, λ1) = (1–p)λ1∆t+ο(∆t);
p(λ2 | λ1) p(rm+1 = 1 | λ1, λ2) = pλ1∆t+ο(∆t);
p(λ1 | λ2) p(rm+1 = 1 | λ2, λ1) = αδ∆t+ο(∆t);
p(λ2 | λ2) p(rm+1 = 1 | λ2, λ2) = λ2∆t+ο(∆t). (15)

Отметим, что для выражений (8),(15), с точностью до членов ο(∆t), выполняет-
ся условие нормировки

1

1 2

1 1 1
0 1

(λ | λ ) ( | λ ,λ )
m

j m j
r j

p p r
+

+
= =

=∑ ∑ 1+ο(∆t),

1

1 2

2 1 2
0 1

(λ | λ ) ( | λ ,λ )
m

j m j
r j

p p r
+

+
= =

=∑ ∑ 1+ο(∆t).
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Подставляя выражения (15) в (12) и производя при этом необходимые преоб-
разования, получаем числитель A1 и знаменатель B1 в (12):

A1 = ∆t[(1–p)λ1 w(λ1 | ti– 'tΔ )+αδ w(λ2 | ti – 'tΔ )]+ο(∆t); (16)
B1 = ∆t[λ1 w(λ1 | ti– 'tΔ )+(λ2+αδ) w(λ2 | ti– 'tΔ )]+ο(∆t). (17)

Подставляя (16), (17) в (12), деля числитель и знаменатель на ∆t, учитывая при
этом, что w(λ2 | ti– 'tΔ )=1–w(λ1 | ti– 'tΔ ), и переходя к пределу при ∆t→0 ( 'tΔ  и

"tΔ одновременно стремятся к нулю), получаем

1 1
1

2 1 2 1

αδ [(1 )λ αδ] (λ | 0)
(λ | 0)

λ +αδ (λ λ αδ) (λ | 0)
i

i
i

p w t
w t

w t
+ − − −

+ =
+ − − −

, i = 1,2,… . (18)

Таким образом, в точке ti (момент наступления события) апостериорная веро-
ятность w(λ1 | t) претерпевает разрыв (имеет место конечный скачок). В качестве
начального значения w(λ1 | t0+0) = w(λ1 | t0 = 0) можно выбрать априорную фи-
нальную вероятность первого состояния процесса λ(t): π1 = lim π1(t) при t→∞, для
которой справедлива система алгебраических уравнений: pλ1π1–απ2 = 0, π1+π2 = 1.
Откуда получаем π1 = α/(α+pλ1).

Решение дифференциального уравнения (11) на полуинтервале [ti , ti+1), таким
образом, будет зависеть от начального условия в момент времени ti , т.е. от w(λ1 |
ti+0), i = 0,1,… . Так как λ(t) марковский процесс, то существует предел w(λ1 | t)
при t→∞, не зависящий от t и начального условия: lim w(λ1 | t) = w при t→∞. Тогда
дифференциальное уравнение (11) при t→∞ примет вид

(λ1 – λ2 – αδ) w2 – (λ1 – λ2 + α – 2αδ) w + α(1 – δ) = 0. (19)

Корни квадратного уравнения (19) определяются в виде

1
1 2

α(1 δ)
(λ λ αδ)

w −
=

− −
, w2 = 1, (20)

в (20) предполагается, что a = λ1 – λ2 – αδ ≠ 0. В зависимости от соотношения па-
раметров λi , i = 1,2, α, δ вероятность w(λ1 | t) при t→∞ будет стремиться либо к w1 ,
либо к w2 . Тогда дифференциальное уравнение (11) примет вид

1
1 1 1 2

1 1 (λ | )
(λ | ) (λ | )

dw t bdt
w t w w t w

⎡ ⎤
− = −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

, (21)

где b = (w2–w1) a = λ1–λ2–α. Интегрируя (21) в пределах от ti до t, находим явный
вид апостериорной вероятности w(λ1 | t):

( )
1 1

1 ( )
1 1

 [1 (λ | 0)] [ (λ | 0)]
(λ | )

1 (λ | 0) [ (λ | 0)]

i

i

b t t
i i

b t t
i i

w w t w w t e
w t

w t w w t e

− −

− −

− + − − +
=

− + − − +
, (22)

где b определено в (21); w(λ1 | ti+0), w = w1 определены в (18), (20) соответственно;
t i≤ t < ti+1, i=0,1,…; w(λ1 | t0+0) = w(λ1 | t0 = 0) = π1. В (22) имеют место следующие
ситуации:

1) если λ1 – λ2 – α > 0, λ1 – λ2 – αδ > 0, 0 ≤ δ ≤ 1, то 0 ≤ w < 1 и lim w(λ1 | t) = w
при t→∞;

2) если λ1 – λ2 – α < 0, λ1 – λ2 – αδ > 0, 0 ≤ δ < δ* (δ* = (λ1–λ2)/α < 1), то w > 1 и
lim w(λ1 | t) = 1 при t→∞;

3) если λ1 – λ2 – α < 0, λ1 – λ2 – αδ < 0, δ* < δ ≤ 1, то w ≤ 0 и lim w(λ1 | t) = 1 при
t→∞.
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Формулы (18), (22) позволяют сформулировать алгоритм расчета апостериор-
ной вероятности w(λ1 | t) и алгоритм принятия решения о состоянии процесса λ(t)
в любой момент времени t:

1) в момент времени t0 = 0 задается w(λ1 | t0+0) = w(λ1 | t0 = 0) = π1;
2) по формуле (22) рассчитывается вероятность w(λ1 | t) в любой момент вре-

мени t (0 ≤ t  < t1), где t1 – момент наблюдения первого события потока;
3) по формуле (22) рассчитывается w(λ1 | t) в момент времени t1 (w(λ1 | t1) =

= w(λ1 | t1–0)), затем по формуле (18) производится пересчет апостериорной веро-
ятности в момент времени t = t1, при этом w(λ1 | t1+0) является начальным услови-
ем для w(λ1 | t) на следующем шаге алгоритма;

4) по формуле (22) рассчитывается апостериорная вероятность w(λ1 | t) для лю-
бого t (t1 ≤ t < t2), где t2 – момент времени наступления второго события потока и
т.д.

Параллельно, по ходу вычисления апостериорной вероятности w(λ1 | t), в момент
времени t выносится решение о состоянии процесса λ(t): если w(λ1 | t) ≥ w(λ2 | t)
(w(λ1 | t) ≥ 1/2), то оценка � 1λ( ) λt = , в противном случае � 2λ( ) λt = и т.д.

3. Частные и особые случаи

Представляет интерес рассмотреть частные случаи соотношения параметров
λi , i = 1, 2,  p, α, δ при a ≠ 0.

1. λ1 – λ2 – α = 0, 0 ≤ δ < 1. Тогда a = α(1–δ) > 0, w = 1. Дифференциальное урав-
нение (11) при этом примет вид

1(λ | )dw t
dt

= α(1–δ)[1–w(λ1 | t)]2,

его решение есть

1 1
1

1

(λ | 0)] α(1 δ)[1 (λ | 0)]( )
(λ | )

1 α(1 δ)[1 (λ | 0)]( )
i i i

i i

w t w t t t
w t

w t t t
+ + − − + −

=
+ − − + −

, (23)

где  ti ≤ t < ti+1, i = 0,1,… . Формула пересчета (18) примет вид

1 1
1

1 1

αδ+[(1 )λ αδ] (λ | 0)
(λ | 0)

λ α(1 δ)[1 (λ | 0)]
i

i
i

p w t
w t

w t
− − −

+ =
− − − −

, i = 1,2,… .

Здесь формула (23) не вытекает из формулы (22) для общего случая.
2. p = 1, δ = 0. Тогда a = λ1 – λ2 > 0,  w = α/(λ1–λ2). При этом из формулы пере-

счета (18) следует, что  w(λ1 | ti+0) = 0, i = 1,2,… . Формула (22) поэтому выпишет-
ся в виде

( )

1 ( )(λ | )
1

i

i

b t t

b t t
w wew t

we

− −

− −
−

=
−

,  ti ≤ t < ti+1,  i = 1,2,… . (24)

В (24) имеют место следующие ситуации:
1) если λ1 – λ2 – α > 0, то 0 < w < 1 и lim w(λ1 | t) = w при t→∞;
2) если λ1 – λ2 – α < 0, то w > 1 и lim w(λ1 | t) = 1 при t→∞.
Для начального интервала изменения t: t0 ≤ t < t1, справедлива формула (22), в

которой w(λ1 | t0+0) = π1 (π1 = α/(α+λ1)).
Таким образом, в данном частном случае апостериорная вероятность w(λ1 | t)

не зависит от предыстории, её поведение для любых i (i=1,2,…) определяется на-
чальным значением, равным нулю.
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3. λ1 – λ2 – α = 0, p = 1, δ = 0. Тогда a = λ1–λ2,  w = α/(λ1–λ2). Из формулы пере-
счета (18) следует, что w(λ1 | ti+0) = 0, i = 1,2,… . Для этого случая справедлива
формула (23), которая приобретает вид

1
α( )

(λ | )
1 α( )

i

i

t t
w t

t t
−

=
+ −

, ti ≤ t < ti+1, i = 1,2,… , lim w(λ1 | t) = 1 при t→∞.

Для начального интервала (t0 ≤ t < t1) справедлива формула (23), в которой
w(λ1 | t0+0) = π1 (π1 = α/(α+λ1)).

Здесь так же, как и в частном случае 2, отсутствует зависимость апостериор-
ной вероятности w(λ1 | t) от предыстории.

4. λ1 – λ2 – α = (1–δ) pλ1 , 0 ≤ δ < 1. Тогда a = (1–δ)(α+pλ1), w = π1 = α/(α+pλ1).
Формула (22) при этом примет вид

1

1

(1 δ) λ ( )
1 1 1 1

1 (1 δ) λ ( )
1 1 1

π [1 (λ | 0)] [π (λ | 0)]
(λ | )

1 (λ | 0) [π (λ | 0)]

i

i

p t t
i i

p t t
i i

w t w t e
w t

w t w t e

− − −

− − −

− + − − +
=

− + − − +
. (25)

Так как w(λ1 | t0 = 0) = π1 , то из (25) следует, что w(λ1 | t) = π1 для t0 ≤ t < t1 . Та-
ким образом, и для t = t1 получаем w(λ1 | t1 – 0) = π1 . Подставляя последнее в (18),
находим w(λ1 | t1 + 0) = π1 и т.д. Тогда w(λ1 | t) = π1 для  t ≥ t0 . Это говорит о том,
что при данном соотношении параметров информация о моментах наступления
событий t1 ,…, tm не оказывает влияния на апостериорную вероятность w(λ1 | t),
т.е. в конечном итоге не влияет на качество оценивания состояний процесса λ(t).
Решение о том или ином состоянии обобщенного полусинхронного потока выно-
сится на основании априорных данных.

Рассмотрим частные случаи, когда a = 0.
1. λ1 – λ2 – αδ = 0. Отсюда следует, что равенство нулю достигается для

δ* = (λ1 – λ2)/α, при этом λ1 – λ2 – α < 0. Дифференциальное уравнение (11) примет
вид

1(λ | )dw t
dt

= – (λ1 – λ2 – α)[1 – w(λ1 | t)],

его решение есть
w(λ1 | t) = 1 – [1 – w(λ1 | ti+0)] 1 2(λ λ α)( )it te − − − ,

ti ≤ t < ti+1, i = 0,1,… ; lim w(λ1 | t) = 1 при t→∞. Формула пересчета (18) запишется
в виде

1 1 2 2 1 1
1

1(λ | 0) [λ λ (λ λ ) (λ | 0)]
λi iw t p w t+ = − + − − , i = 1,2,… .

2. λ1 – λ2 – α = 0, δ = 1. Тогда дифференциальное уравнение (11) примет вид
dw(λ1 | t)/dt = 0, ti ≤ t < ti+1, i = 0,1,… . Отсюда следует, что w(λ1 | t) = consti ,
ti ≤ t < ti+1, i = 0,1,… . Формула пересчета (18) при этом запишется в виде

{ }1 1 1
1

1(λ | 0) α+[(1 )λ α] (λ | 0)
λi iw t p w t+ = − − − , i = 1, 2,… . (26)

Так как w(λ1 | t0 = 0) = π1 (π1 = α/(α+pλ1)), то w(λ1 | t) = π1 для t0 ≤ t < t1 . Таким
образом, и для t = t1 получаем w(λ1 | t1–0) = π1. Подставляя последнее в (26), нахо-
дим w(λ1 | t1+0) = π1 и т.д. Тогда w(λ1 | t) = π1 для t ≥ t0. Здесь также, как и в част-
ном случае 4 для a ≠ 0, отсутствует зависимость от моментов наступления собы-
тий t1 ,…, tm, и решение о том или ином состоянии потока выносится на основании
априорных данных.



76 А.М. Горцев, А.А. Калягин, Л.А. Нежельская

В заключение отметим, что при p = 0 обобщенный полусинхронный поток вы-
рождается в простейший, так как переходы во второе состояние процесса λ(t) от-
сутствуют. В этом случае π1 = 1 и из формул (22), (18) следует, что w(λ1 | t) = 1 для
t ≥ t0.

4. Результаты численных расчетов

Для получения численных результатов разработан алгоритм вычисления апо-
стериорной вероятности w(λ1 | t) по формулам (18), (22). Программа расчета реа-
лизована на языке программирования Borland C++, Builder 6. Первый этап расчета
предполагает имитационное моделирование обобщенного полусинхронного пото-
ка событий. Описание алгоритма имитационного моделирования здесь не приво-
дится, так как никаких принципиальных трудностей алгоритм не содержит. Вто-
рой этап – непосредственное вычисление вероятностей w(λ1 | ti+0), w(λ1 | t) по
формулам (18), (22) и определение оценки �λ( )t . Расчеты произведены для сле-
дующих значений параметров: λ1 = 4, λ2 = 2, p = 0,025, α = 0,02, δ = 0,2 и времени
моделирования T = 100 ед. времени. В качестве иллюстрации на рис. 2 приведена
траектория (нижняя часть рис. 2) случайного процесса λ(t), полученная путем
имитационного моделирования, где 1,2 – состояния процесса λ(t), и траектория
(верхняя часть рис. 2) оценки �λ( )t , где 1,2 – состояния оценки �λ( )t . Вынесение
решения о состоянии процесса λ(t) производилось с шагом ∆t = 0,001. На рис. 2
штриховкой на оси времени обозначены временные промежутки, на которых
оценка состояния не совпадает с истинным значением процесса λ(t) (области
ошибочных решений). На рис. 3 приведена траектория поведения апостериорной
вероятности w(λ1 | t), соответствующая полученной при имитационном моделиро-
вании последовательности моментов наступления событий t1, t2… .

Рис. 2. Траектории процесса λ(t) и оценки �λ( )t

Рис. 3. Траектория апостериорной вероятности w(λ1 | t)



Оптимальная оценка состояний обобщенного полусинхронного потока событий 77

Для установления частоты ошибочных решений о состоянии случайного про-
цесса λ(t) по наблюдениям за обобщенным полусинхронным потоком событий
проведен статистический эксперимент, состоящий из следующих этапов: 1) для
определенного набора параметров λ1, λ2, p, α, δ осуществляется моделирование
обобщенного полусинхронного потока на заданном отрезке времени [0, T] (от-
дельный i-й эксперимент); 2) осуществляется расчет апостериорной вероятности
w(λ1 | t) первого состояния процесса λ(t) на заданном отрезке [0, T] по формулам
(18), (22); 3)осуществляется оценивание траектории процесса λ(t) (оценивание на
отрезке [0, T] интервалов, когда оценка �λ( )t принимает то или иное значение);
4) осуществляется определение (для отдельного i-го эксперимента) di – суммар-
ной протяженности интервалов, на которых значение процесса λ(t) не совпадает с
его оценкой �λ( )t ; 5) осуществляется вычисление доли ошибочных решений
�pi =  di/T; 6) осуществляется повторение N раз ( 1,i N= ) шагов 1 – 5 для расчета
оценки безусловной (полной) вероятности ошибки оценивания состояний процес-
са λ(t) на отрезке [0,T].

Результатом выполнения описанного алгоритма является выборка
� � �

1 2p , p ,..., pN долей ошибочных решений в N экспериментах. По этому набору вы-
числяются выборочное среднее безусловной вероятности ошибочного решения

l �
1

(1/ ) p
N

o i
i

P N
=

= ∑ и выборочная дисперсия l � l 2

1
(1/( 1)) (p )

N
oi

i
D N P

=
= − −∑ .

Результаты статистического эксперимента приведены в табл. 1 – 5. В первой
строке таблиц указано время моделирования обобщенного полусинхронного по-
тока событий T (T = 100, 300,…, 1700 ед. времени). Во второй и третей строках
таблиц для каждого времени моделирования T приведены численные значения
для loP и lD соответственно.

Результаты получены при следующих значениях параметров, общих для всех
таблиц: λ2 = 2, p = 0,025, α = 0,02, δ = 0,2, N = 100. При этом результаты в табл. 1
получены для λ1 = 4, в табл. 2 – для λ1 = 5, в табл. 3 – для λ1 = 6, в табл. 4 – для
λ1 = 7, в табл. 5 – для λ1 = 8.

Т а б л и ц а  1

Результаты статистического эксперимента (λ1 = 4)

T 100 300 500 700 900 1100 1300 1500 1700
loP 0,1853 0,1506 0,1547 0,1578 0,1637 0,1640 0,1642 0,1645 0,1669

lD 0,0175 0,0061 0,0032 0,0028 0,0024 0,0017 0,0017 0,0017 0,0013

Т а б л и ц а  2

Результаты статистического эксперимента (λ1 = 5)

T 100 300 500 700 900 1100 1300 1500 1700
loP 0,1390 0,1224 0,1144 0,1112 0,1134 0,1118 0,1157 0,1130 0,1151

lD 0,0104 0,0023 0,0014 0,0012 0,0009 0,0006 0,0005 0,0005 0,0003
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Т а б л и ц а  3

Результаты статистического эксперимента (λ1 = 6)

T 100 300 500 700 900 1100 1300 1500 1700
loP 0,0811 0,0834 0,0782 0,0806 0,0795 0,0801 0,0814 0,0807 0,0812

lD 0,0026 0,0011 0,0007 0,0005 0,0004 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002

Т а б л и ц а  4

Результаты статистического эксперимента (λ1 = 7)

T 100 300 500 700 900 1100 1300 1500 1700
loP 0,0656 0,0619 0,0616 0,0618 0,0606 0,0625 0,0612 0,0606 0,0612

lD 0,0019 0,0005 0,0003 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001

Т а б л и ц а  5

Результаты статистического эксперимента (λ1 = 8)

T 100 300 500 700 900 1100 1300 1500 1700
loP 0,0531 0,0510 0,0485 0,0493 0,0492 0,0504 0,0488 0,0482 0,0490

lD 0,0012 0,0004 0,0003 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001

Анализ численных результатов, приведенных в табл. 1 – 5, показывает:
1) для всех вариантов расчета оценка безусловной вероятности ошибочного

решения loP является достаточно стабильной для T ≥ 100 ед. времени;
2) при фиксированном T оценка loP  уменьшается в зависимости от λ1

(λ1 = 4, 5, 6, 7, 8 ), что является естественным, так как состояния процесса λ(t) при
этом становятся лучше различимыми;

3) при данных значениях параметров алгоритм оптимальной оценки состояний
обощенного полусинхронного потока обеспечивает приемлемую оценку безус-
ловной вероятности ошибочного решения, при этом выборочная дисперсия оцен-
ки достаточно мала.

Заключение

Полученные результаты показывают возможность оценивания состояний
обобщенного полусинхронного потока событий по результатам текущих наблю-
дений в течение некоторого временного интервала за потоком.

Выражения (18), (22) для оценки состояний обобщенного полусинхронного
потока получены в явном виде, что позволяет производить вычисления без при-
влечения численных методов. Сам же алгоритм оценки состояний потока обеспе-
чивает минимум полной вероятности ошибки вынесения решения.

Наконец, отметим, что рассмотренный обобщенный полусинхронный поток
событий охватывает ранее изученные модели потоков, вытекающие из него как
частные случаи: 1) полусинхронный дважды стохастический поток событий [38 –
41, 43, 44], для которого δ = 0; 2) синхронно-альтернирующий дважды стохасти-
ческий поток событий [8,11,13], для которого λ1 = λ, λ2 = 0, δ = 0.
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