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ОПЦИОН ПРОДАЖИ НА ОСНОВЕ
МИНИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕНИЯ ЦЕНЫ РИСКОВОГО АКТИВА

С ФИКСИРОВАННОЙ ЦЕНОЙ ИСПОЛНЕНИЯ

Рассматривается задача нахождения цены опциона, портфеля (хеджирую-
щей стратегии) и капитала на диффузионном (B,S)-финансовом рынке евро-
пейского типа с фиксированной ценой исполнения, когда в качестве цены
рискового актива используется ее минимальное значение в рассматриваемом
временном периоде. Исследуются свойства решения.
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Опцион представляет собой контракт, по которому покупатель опциона при-
обретает право покупки или продажи некоторого оговоренного в контракте ба-
зисного рискового актива по оговоренной цене, а продавец опциона за премию,
которая является ценой опциона, обязан исполнить требование покупателя при
предъявлении опциона к исполнению. В первом случае имеем опцион купли, а во
втором – опцион продажи. Стандартные платежные функции этих опционов ха-
рактеризуются ценой исполнения и ценой базисного актива в момент исполнения
[1 – 4]. С развитием рынка опционных контрактов стали появляться дополнитель-
ные требования к платежным обязательствам, что породило класс экзотических
опционов [5 – 7]. Важным частным случаем подобных опционов являются опцио-
ны, основанные на учете экстремальных значений цены базисного актива. В [8]
рассмотрен опцион купли на основе максимального значения цены. В данной ра-
боте для диффузионного (B,S)-финансового рынка европейского типа приводится
полное исследование задачи хеджирования опциона продажи, основанного на ми-
нимальном значении цены рискового актива, в случае выплаты дивидендов по
рисковым активам.

1. Постановка задачи

Рассмотрение задачи проводится на стохастическом базисе (Ω, F, F = (Ft)t≥0, P)
[1 – 3].На финансовом рынке обращаются рисковые (акции) и безрисковые (бан-
ковский счет, государственные облигации) активы, текущие цены которых tS  и

tB  в течение интервала времени [ ]0,t T∈  определяются уравнениями

(μ σ )t t tdS S dt dW= + , t tdB rB dt= , (1)

где tW  – стандартный винеровский процесс, 0 0σ 0, 0, 0, 0r S B> > > > , решения
которых имеют вид
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2

0
σexp μ σ
2t tS S t W

⎧⎛ ⎞ ⎫
= − +⎨ ⎬⎜ ⎟

⎩⎝ ⎠ ⎭
,  { }0 exptB B rt= .  (2)

Считаем, что текущее значение капитала инвестора tX  определяется в виде

β γt t t t tX B S= + , (3)

где π (β , γ )t t t=  есть пара Ft-измеримых процессов, составляющая портфель цен-
ных бумаг инвестора. Аналогично [9, § 6] предполагается, что за обладание ак-
циями происходят выплаты дивидендов в соответствии с процессом tD  со скоро-
стью δγt tS , пропорциональной рисковой части капитала с коэффициентом δ , та-
ким, что 0 δ r≤ < , т.е. δγt t tdD S dt= .  Тогда изменения капитала в задаче с диви-
дендами происходит в виде

β γt t t t t tdX dB dS dD= + + . (4)
Так как

β γ β γt t t t t t t t tdX dB dS B d S d= + + + , (5)

то β γt t t t tB d S d dD+ = . (6)
Условие (6) является балансовым соотношением, которое заменяет условие

самофинансируемости β γ 0t t t tB d S d+ =  в стандартной задаче без дивидендов. То-
гда капитал определяется уравнением [9]

μ δσγ r
t t t t tdX rX dt S dW − += + , (7)

где процесс

μ δ μ δ
σ

r
t t

rW t W− + − +
= +  (8)

является винеровским относительно меры μ δr− +P , такой, что
μ δ μ δr r
t t td d− + − +=Ρ ΡΖ ; (9)

2
μ δ μ δ 1 μ δexp

σ 2 σ
r

t t
r rW t− + ⎧ ⎫− + − +⎪ ⎪⎛ ⎞= − −⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
Ζ . (10)

Обозначая через ( )Law ⋅ Ρ и  μ δ( )rLaw − +⋅ Ρ свойства процессов относительно Ρ

и  μ δr− +Ρ ,  получаем [1]
μ δ μ δ( ) ( )r rLaw W Law W− + − + =Ρ Ρ .

Таким образом,
2

μ δμ δ
0

2

0

σexp δ σ ;
2

σexp δ σ ; | .
2

rr
t

t

Law S r t W t T

Law S r t W t T

− +− +⎛ ⎧⎛ ⎞ ⎫ ⎞
− − + ≤ =⎨ ⎬⎜ ⎜ ⎟ ⎟

⎝ ⎩⎝ ⎠ ⎭ ⎠
⎛ ⎧⎛ ⎞ ⎫ ⎞

= − − + ≤⎨ ⎬⎜ ⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎩⎝ ⎠ ⎭ ⎠

Ρ

Ρ  (11)

Следовательно,
μ δ( (μ, ,δ) ) ( ( ,δ) )rLaw S r Law S r− + =Ρ Ρ , (12)
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т.е. вероятностные свойства процесса (μ, ,δ)S r , определяемого уравнением
μ δ(μ, ,δ) (μ, ,δ)(( δ) σ )r

t t t td S r S r r dt dW − += − + , (13)

относительно меры μ δr− +Ρ  совпадают со свойствами процесса ( ,δ)S r , опреде-
ляемого уравнением

( ,δ) ( ,δ)(( δ) σ )t t t td S r S r r dt dW= − + , (14)
относительно меры P .

Ставится задача: сформировать хеджирующую стратегию * * *π (β , γ )t t t= , а так-

же соответствующий ей капитал *
tX  относительно платежной функции

min

0
( ) ( min )T tt T

f S K S +

≤ ≤
= − , (15)

где max( ;0)a a+ = , 0K >  – цена исполнения опциона.

Из (15) следует, что опцион с платежной функцией min ( )Tf S  предъявляется к
исполнению, если величина K  превышает минимальное значение цены базисного
актива на интервале [ ]0,t T∈ . При этом владелец опциона получает доход

min min
P TK SΔ = − , min

0
minT t

t T
S S

≤ ≤
= .

Используемые обозначения: {}⋅Ρ  – вероятность события; {}Ε ⋅  – математиче-
ское ожидание; { ; }N a d  – плотность нормального распределения с параметрами
a и D ; [ ]I A  – индикаторная функция события A; интеграл без указания пределов
означает интегрирование на интервале ( , )R = −∞ +∞ ;

( ) ( )
z

z y dy
−∞

Φ = ϕ∫ ,   
21( ) exp

22
yy

⎧ ⎫
ϕ = −⎨ ⎬

π ⎩ ⎭
. (16)

2. Предварительные результаты

Приведем два результата, которые понадобятся при решении поставленной за-
дачи.

Утверждение 1. Пусть для t T≤

( )
0 0
min mint t t

m W hτ τ
≤τ≤ ≤τ≤

= σξ = σ + τ ; (17)

ξ
σt t
hW t= + ,   

2σδ
2

h r= − − . (18)

Тогда для 0x ≤  и h R∈  плотность вероятности { }( , ) /m
tp t x m x x= ∂ ≤ ∂P  име-

ет вид

{ }2

2 2 2
1 ( ) 2 2 ( )( , ) exp exp
2 2

m x ht h h x htp t x x
t t t

⎧ ⎫− +⎛ ⎞= − + Φ +⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎝ ⎠σ π σ σ σ σ⎩ ⎭

{ } 2

2 2
1 2 ( )exp exp
2 2

h x htx
t t

⎧ ⎫+
+ −⎨ ⎬

σ π σ σ⎩ ⎭
. (19)
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Доказательство. Для 0x ≥

{ } ( ){ } ( ){ }
( ){ }

maxmin

1 .max

t
o t T o t T

o t T

m x W h x W h x

W h x

τ τ
≤ ≤ ≤ ≤

τ
≤ ≤

≤ − = σ + τ ≤ − = −σ − τ ≥ =

= − −σ − τ ≤

P P P

P (20)

С учетом симметрии траекторий процесса tW относительно знака использова-
ние (5.9) из [1] дает, что

{ } ( ) { } ( )

( ) { } ( )
2

2

21 exp

2exp .

t
x ht x hthm x x

t t
x ht x hth x

t t

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ − = − Φ + − Φ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠σ σ σ

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Φ − + − Φ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠σ σ σ

P

Так как { }tm x≤P  для 0x ≤  совпадает с { }tm x≤ −P  для 0x ≥ , то, меняя в
последнем выражении x  на x− , получаем, что

{ } ( ) { } ( )
2

2expt
x ht x hthm x x

t t
− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ = Φ + Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠σ σ σ
P . (21)

Тогда (19) следует в результате дифференцирования (21) по x.
Утверждение доказано.
Утверждение 2. Если

21 ( )exp{ }exp
22π

x aJ cx dx
dd

⎧ ⎫−
= −⎨ ⎬

⎩ ⎭∫ , (22)

то
2 21 [ ( )]exp exp
2 22π

c d x a cdJ ca dx
dd

⎧ ⎫ ⎧ ⎫− +
= + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫ . (23)

Пусть X ~ { ; }N a d . Тогда

{ } [ ]{ }
2 ( )exp exp
2

c d b a cdE cX I X b ca
d

⎧ ⎫ − +⎛ ⎞≤ = + Φ⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

. (24)

Представление (23) для J следует из (22) в результате элементарных преобра-
зований, а (24) следует непосредственно из (22) и (23) с учетом (16) и свойства
функции Лапласа

( ) ( ) 1z zΦ + Φ − = . (25)

3. Основные результаты

Пусть

1
δ σ( )

σ 2
rd t T t−⎛ ⎞= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
; (26)

2
δ σ( )

σ 2
rd t T t−⎛ ⎞= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
; (27)

2

1

σln( / ) δ ( )
2

( )
σ

tK S r T t
y t

T t

⎛ ⎞
− − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
−

; (28)
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2

2

σln( / ) δ ( )
2

( )
σ

tK S r T t
y t

T t

⎛ ⎞
+ − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
−

; (29)

2

3

σln( / ) δ ( )
2

( )
σ

tK S r T t
y t

T t

⎛ ⎞
− − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
−

; (30)

2
2( δ)α
σ
r −

= , (31)

а 1 2 1 2 3, , , ,d d y y y  определяются формулами (26) – (30) при 0t = .
Теорема 1. Цена опциона, платежная функция которого имеет вид (15), опре-

деляется следующими формулами:

( ) ( )min 1 1
0 1 21 ( ) 1 ( )rT T rT

TP Ke S e d e d− − −δ − −⎡ ⎤= − + α Φ − + − α Φ⎣ ⎦ , (32)

если 0S K≤ ;

( )min 1 1
3 0 1 2

0
( ) 1 ( ) ( )rT T rT

T
KP Ke y S e y e y
S

α
− − −δ − −

⎡ ⎤⎛ ⎞
= Φ − + α Φ − α Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, (33)

если 0S K> .
Доказательство. Из (1), (2), (14), (15), (17) – (19) следует, что

{ }( ){ }min
0 0exp ( )rT rT

T T TP e E K S m e F S+− −= − = ; (34)

{ }( ){ } ( )
0

0 0 0( ) exp ( , )x m
T TF S E K S m K S e p T x dx

++

−∞

= − = −∫ . (35)

а) Случай 0S K≤ . Использование (19) в (35) дает с учетом условия нормиров-

ки для ( , )mp t x , что
0

0 0 0( ) ( , )x m
TF S K S e p T x dx K S J

−∞

= − = −∫ ; (36)

1 2 3J J J J= + + ; (37)

{ }
0 2

1 2
1 ( )exp exp
2 2

x hTJ x dx
T T−∞

⎧ ⎫−
= −⎨ ⎬

σ π σ⎩ ⎭
∫ ; (38)

{ }0
|

2 22 2 2
2 2 ( ) 2exp 1h h x hT hJ x dx J

T−∞

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠σ σ σ σ∫ ; (39)

{ }0 2

3 2 2
1 2 ( )exp 1 exp
2 2

h x hTJ x dx
T T−∞

⎧ ⎫+⎛ ⎞= + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠σ π σ σ⎩ ⎭

∫ . (40)

В (38), согласно Утверждению 2, для { }2~ ;X N hT Tσ  имеем, что 1c = , 0b = .
Тогда применение (24) к (38) дает, что
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{ } [ ]{ }
2 2

1
( )exp 0 exp

2
T hT TJ E X I X hT

T
⎧ ⎫ ⎛ ⎞σ + σ

= ≤ = + Φ −⎨ ⎬ ⎜ ⎟
σ⎩ ⎭ ⎝ ⎠

. (41)

Использование (18), (26) в (41) приводит к тому, что
{ } ( )1 1exp ( )J r T d= − δ Φ − . (42)

В (40), согласно Утверждению 2, для { }2~ ;X N hT T− σ  имеем, что ( )21 2 /c h= + σ ,

0b = . Тогда применение (24) к (40) дает, что

{ } [ ]{ }3 2
2exp 1 0hJ E X I X⎛ ⎞= + ≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠σ

2
2 22

2 2

212 1 2exp 1 1
2

hhT Th hhT T
T

⎛ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞ ⎞− + + σ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠σ= − + + + σ Φ −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠σ σ σ⎪ ⎪ ⎜ ⎟⎩ ⎭ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

. (43)

Использование (18), (26) в (43) приводит к тому, что

{ } ( )3 1 1exp ( )J J r T d= = − δ Φ − . (44)

Интегрирование по частям в (39) с учетом (40) дает, что

( )
2

|
32 2 2

h TJ J
h

⎡ ⎛ ⎞ ⎤σ
= Φ −⎜ ⎟⎢ ⎥σσ + ⎣ ⎝ ⎠ ⎦

. (45)

Подстановка (45) в (39) с последующим использованием (18), (26), (27) приво-
дит к тому, что

( )
( )[ ] ( ) ( ) { } ( )[ ]

2
1

2 2 3 2 11 1 exp ( )
2

J d J d r T d
r

−⎛ ⎞σ
= − Φ − = − α Φ − − δ Φ −⎜ ⎟− δ⎝ ⎠

. (46)

Тогда из (37), (44), (46) следует, что

{ } ( ) ( ) ( ) { } ( )[ ]1
1 2 12exp ( ) 1 exp ( )J r T d d r T d−= − δ Φ − + − α Φ − − δ Φ − . (47)

Подставляя (47) в (36), получаем

( ) ( ){ } ( )1 1
0 0 1 2( ) 1 exp ( ) 1 ( )TF S K S r T d d− −⎡ ⎤= − + α − δ Φ − + − α Φ⎣ ⎦ . (48)

Тогда (32) следует из (34), (48).
б) Случай 0S K> . Из (35) следует

1 2
0( )T T TF S F F= − ; (49)

1 ( , )
b

m
TF K p T x dx

−∞

= ∫ ; (50)

2
0 ( , )

b
x m

TF S e p T x dx
−∞

= ∫ ; (51)

( )0ln /b K S= . (52)
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При вычислении 2
TF  пусть

( , )
b

x mJ e p T x dx
−∞

= ∫ . (53)

Использование (19) в (53) дает, что J  имеет представление (37), а 1J , 2J , 3J
определяются формулами вида (38) – (40), интегралы в которых верхним преде-
лом имеют величину b  вида (52). Таким образом, аналогично (41), (43)

{ } [ ]{ }
( )22

1 exp exp
2

b hT Th TJ E X I X b hT
T

⎛ ⎞− + σ⎧ ⎫
⎜ ⎟= ≤ = + Φ⎨ ⎬ ⎜ ⎟σ⎩ ⎭ ⎝ ⎠

; (54)

{ } [ ]{ }3 2
2exp 1 hJ E X I X b⎛ ⎞= + ≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠σ

2
2 22

2 2

212 1 2exp 1 1
2

hb hT Th hhT T
T

⎛ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞ ⎞− − + + σ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠σ= − + + + σ Φ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠σ σ σ⎪ ⎪⎩ ⎭

. (55)

Тогда использование (18), (28), (52) в (54), (55) дает, что
{ } ( )1 3 1exp ( )J J r T y= = − δ Φ . (56)

Интегрирование по частям аналогично (46) с учетом (28), (29), (31), (52) дает,
что

( ) ( ) ( ) ( ) { } ( )1 1
2 2 3 2 1

0
1 1 exp ( )KJ b y J y r T y

S

α
− α −

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤= − α Φ − = − α Φ − − δ Φ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
. (57)

Тогда из (37), (56), (57) следует

{ } ( ) ( ) ( ) { } ( )1
1 2 1

0
2exp ( ) 1 exp ( )KJ r T y y r T y

S

α
−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − δ Φ + − α Φ − − δ Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
. (58)

Подставляя (58) в (51), получаем, что

( ) ( ){ } ( )2 1 1
0 1 2

0
1 exp ( ) 1 ( )T

KF S r T y y
S

α
− −

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + α − δ Φ + − α Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
. (59)

При вычислении 1
TF  пусть

( , )
b

mJ p T x dx
−∞

= ∫ . (60)

Использование (19) в (60) дает для J представление вида (37), где
2

1 2
1 ( )exp
2 2

b x hTJ dx
T T−∞

⎧ ⎫−
= −⎨ ⎬

σ π σ⎩ ⎭
∫ ; (61)

{ } |
2 22 2 2

2 2 ( ) 2exp
bh h x hT hJ x dx J

T−∞

+⎛ ⎞= Φ =⎜ ⎟
⎝ ⎠σ σ σ σ∫ ; (62)
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{ } 2

3 2 2
1 2 ( )exp exp
2 2

b h x hTJ x dx
T T−∞

⎧ ⎫+
= −⎨ ⎬

σ π σ σ⎩ ⎭
∫ . (63)

Из сравнения (61) – (63) с (38) – (40) следует, что вычисления по нахождению
1J , 2J , 3J  будут аналогичны вычислениям при получении формул (56), (57),

только при применении (24) величина c  будет принимать значения соответствен-
но 0c =  и ( )22 /c h= σ . В результате получим с учетом (29) – (31)

( )1 3 3J J y= = Φ ,   ( ) ( ) ( )
1 1

2 2 3 2 3
0 0

K KJ y J y y
S S

α− α−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= Φ − = Φ − Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (64)

Подстановка (64) в (37) с последующей подстановкой в (50) дает, что
1

1
3 2

0
( ) ( )T

KF K y y
S

α−⎡ ⎤⎛ ⎞
= Φ + Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
. (65)

Используя (59), (65) в (49), получаем

( ) ( ){ } ( )
0 3

1
1 1

0 1 2 0 2
0 0

( ) ( )

1 exp ( ) ( ) 1 ( )

TF S K y

K KS r T y K y S y
S S

α− α
− −

= Φ −
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + α − δ Φ + Φ − − α Φ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( ){ }1 1
3 0 1 2

0
( ) 1 exp ( ) ( )KK y S r T y y

S

α
− −

⎡ ⎤⎛ ⎞
= Φ − + α − δ Φ − α Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
. (66)

Тогда (33) следует из (34), (66).
Теорема доказана.
Теорема 2. Капитал min

tX  и портфель (хеджирующая стратегия)
min min min( , )t t tπ = β γ  определяются формулами

( ) ( )min ( ) 1 ( ) 1 ( )
1 21 ( ( )) 1 ( ( ))r T t T t r T t

t tX Ke S e d t e d t− − − −δ − − − −⎡ ⎤= − + α Φ − + − α Φ⎣ ⎦ ; (67)

( ) ( )min 1 ( ) 1 ( )
1 21 ( ( )) 1 ( ( ))T t r T t

t e d t e d t− −δ − − − −⎡ ⎤γ = − + α Φ − + − α Φ⎣ ⎦ ; (68)

min ( )r T t
t

t

K e
B

− −β = , (69)

если tS K≤ ;

( )min ( ) 1 ( ) 1 ( )
3 1 2( ( )) 1 ( ( )) ( ( ))r T t T t r T t

t t
t

KX Ke y t S e y t e y t
S

α
− − − −δ − − − −

⎡ ⎤⎛ ⎞
= Φ − +α Φ −α Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
; (70)

( ) ( )min 1 ( ) 1 ( )
1 21 ( ( )) 1 ( ( ))T t r T t

t
t

Ke y t e y t
S

α
− −δ − − − −

⎡ ⎤⎛ ⎞
γ = − + α Φ + − α Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
; (71)

min ( )
3 2

1 ( ( )) ( ( ))r T t
t t

t t

Ke K y t S y t
B S

α
− −

⎡ ⎤⎛ ⎞
β = Φ + Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, (72)

если tS K> .
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Доказательство. Поскольку платежная функция вида (15) является естест-
венной, то, согласно общей теории платежных обязательств [1 – 3],

{ }min ( ) min ( )( ( , )) | ( )r T t r T t
t T t T t tX e E f S r S e F S− − − −

−= δ = ; (73)

{ }min( ) ( ( , )) |T t t T tF S E f S r S− = δ . (74)

Из сравнения (73) c (34) следует, что формулы (67), (70) получаются из (32),
(33) с заменами 0 tS S→ , ( )T T t→ − .

Согласно [1, 2],
min

min
t

t
t s S

X
s =

∂
γ =

∂
, (75)

min min
min t t t
t

t

X S
B
− γ

β = . (76)

Использование (67) в (75) приводит к (68). Формула (69) следует из (67), (68),
(76).

Согласно определению ( )xΦ ,

( )( ) ( ) ( )21 exp
22

a s a s a s
s s

⎧ ⎫∂Φ ∂⎪ ⎪= −⎨ ⎬
∂ ∂π ⎪ ⎪⎩ ⎭

,   ( ( )) ( ( ))a s a s
s s

∂Φ − ∂Φ
= −

∂ ∂
. (77)

Тогда из (70), (77) следует

( ) ( ) ( ) ( )
min

1 ( ) 1 ( )
1 21 ( ) 1 ( )T t r T ttX Ke y t e y t

s s

α
− −δ − − − −⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞= − + α Φ + − α Φ + Ψ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

; (78)

1
1 2s −Ψ = Ψ + α Ψ ; (79)

( ) ( )( ) ( )3 1
1

( ) ( )r T t T ty t y t
Ke se

s s
− − −δ −∂Φ ∂Φ

Ψ = −
∂ ∂

; (80)

( ) ( )( ) ( )2 1
2

( ) ( )r T t T ty t y tKe e
s s s

α
− − −δ −∂Φ ∂Φ⎛ ⎞Ψ = −⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠

. (81)

Согласно (28) – (30),

1 3( ) ( )y t y t T t= − σ − ,    ( )
1 2( ) ( ) 2

r
y t y t T t

− δ
= − −

σ
. (82)

Из (77) с учетом (28) – (30) следует, что

{ }23
3

( ( )) 1 exp ( ) / 2
2 ( )

y t
y t

s s T t
∂Φ

= − −
∂ σ π −

; (83)

{ }22
2

( ( )) 1 exp ( ) / 2
2 ( )

y t
y t

s s T t
∂Φ

= − −
∂ σ π −

. (84)

Использование (82), (28) – (30) в (83), (84) дает, что
( )( ){ } { }21

32
exp( ( ))

exp ( ) / 2
2 ( )

K r T ty t
y t

s s T t
− − δ −∂Φ

= − −
∂ σ π −

; (85)
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( )( ){ } { }21
2

exp( ( ))
exp ( ) / 2

2 ( )
r T ty t K y t

s ss T t

α− − δ −∂Φ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠σ π −
. (86)

Подстановка (83), (85) в (80) и (84), (86) в (81) дает, что 1 0Ψ = , 2 0Ψ = . Тогда,
согласно (79), 0Ψ =  и (71) следует из (75), (78), а (72) следует из (76), (70), (71).

Теорема доказана.

4. Свойства

Введем в рассмотрение коэффициенты чувствительности

0

0

S T
T

P
P

S
∂

=
∂

,    K T
T

P
P

K
∂

=
∂

, (87)

определяющие зависимость цены опциона от начальной цены акции 0S  и цены
исполнения опциона K .

Теорема 3. Коэффициенты чувствительности для стоимости min
TP  экзотиче-

ского опциона продажи, основанного на минимальном значении цены рискового
актива, определяются следующими формулами:

( ) ( ) ( )0
min 1 1

1 21 ( ) 1 ( )S T rT
TP e d e d− −δ − −⎡ ⎤= − + α Φ − + − α Φ⎣ ⎦ ; (88)

( )minK rT
TP e−= , (89)

если 0S K≤ ;

( ) ( )0
min 1 1

1 2
0

1 ( ) (1 ) ( )S T rT
T

KP e y e y
S

α
− −δ − −

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − + α Φ + − α Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
; (90)

( )
1

min
3 2

0
( ) ( )K rT

T
KP e y y
S

α−
−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= Φ + Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, (91)

если 0S K> .
Доказательство. Подстановка (32) в (87) дает (89), а подстановка (33) в (87)

дает, что

( )
1

min 3
3 2

0

( )
( ) ( )K rT rTT

T
yP KP e y y Ke

K S K

α−
− −

⎡ ⎤ ∂Φ∂ ⎛ ⎞
= = Φ + Φ + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

( )1 11 2
0

0

( ) ( )
1 T rTy yKS e e

K S K

α
− −δ − −

⎡ ⎤∂Φ ∂Φ⎛ ⎞
− + α − α⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. (92)

Из (77), (28) – (30) следует, что

{ }23
3

( ) 1 exp / 2
2

y
y

K K T
∂Φ

= −
∂ σ π

; (93)

{ }22
2

( ) 1 exp / 2
2

y
y

K K T
∂Φ

= −
∂ σ π

. (94)
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Тогда использование (82), (28) – (30) в (93) и (94) дает, что

( ){ } { }21
3

exp( )
exp / 2

2
r Ty

y
K s T

− − δ∂Φ
= −

∂ σ π
; (95)

( ){ } { }21
2

exp( )
exp / 2

2
r Ty K y

K sK T

α− − δ∂Φ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠σ π
. (96)

Запишем (92) в виде

( )
1

min
3 2

0
( ) ( )K rT

T
KP e y y
S

α−
−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= Φ + Φ + Ψ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, (97)

где Ψ определяется формулой (79), а 1Ψ , 2Ψ  формулами (80), (81) при 0t =  и с
заменой s  на K . Так как было доказано, что 0Ψ = , то приходим к формуле (91).
Формула (88) следует непосредственно из (32), а формула (90) – из (78) при 0t = ,

0s S=  и с учетом того, что 0Ψ = .
Теорема доказана.
Анализ формул (88) – (91) дает следующий результат.
Теорема 4. При 1α >

( )0
min

0S
TP < ,    ( )0

min
0S

TP < , (92)

а ( )min
0K

TP > , ( )min
0K

TP >  (93)

при любом α , т. е. стоимость опциона продажи, основанного на минимальном
значении цены рискового актива, является убывающей функцией начальной цены
акции 0S  и возрастающей функцией цены исполнения опциона K .

Дадим интерпретацию доказанных свойств.
1. Свойство убывания min

TP  по 0S .
Опцион продажи предъявляется владельцем к исполнению, если минимальное

значение цены рискового актива на всем интервале от момента заключения кон-
тракта 0t =  до момента исполнения t T=  меньше цены исполнения опциона K ,
т.е. 

0
min tt T

S K
≤ ≤

< . При увеличении начальной цены акции 0S  риск не предъявить

опцион увеличивается. Поэтому естественно, что цена опциона убывает, так как
за больший риск следует меньше платить.

2. Свойство возрастания min
TP  по K .

Опцион продажи предъявляется владельцем к исполнению, если 
0
min tt T

S K
≤ ≤

< .

При увеличении цены исполнения опциона K вероятность того, что минимальное
значение цены рискового актива не превысит величину K, увеличивается, т.е.
уменьшается риск не предъявить акцию к исполнению. Поэтому естественно, что
величина, которую покупатель платит за опцион, увеличивается, так как за мень-
ший риск следует больше платить.
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Заключение

Основные результаты заключаются в следующем.
1. Получены аналитические выражения для стоимости опциона (Теорема 1).
2. Найдены хеджирующие стратегии (портфели) и соответствующие им капи-

талы, обеспечивающие выполнение платежного обязательства (Теорема 2).
3. Исследованы свойства цены опциона, касающиеся характера ее зависимо-

стей от начальной цены акции и от цены исполнения опциона (Теоремы 3 и 4).
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