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Рассматривается модель управления инвестиционным портфелем в дискрет-
ном времени при скачкообразном изменении параметров рисковых финан-
совых активов с учетом явных ограничений на объемы торговых операций.
Параметры изменяются в соответствии с эволюцией однородной марковской
цепи. Приведены результаты численного моделирования с использованием
реальных данных.

Ключевые слова: инвестиционный портфель, управление с прогнозирую-
щей моделью, ограничения, марковские скачки, мультипликативные шумы.

Проблема оптимального управления инвестиционным портфелем (ИП) являет-
ся одной из наиболее актуальных в финансовой инженерии. Особый интерес
представляет задача управления ИП на финансовом рынке с переключающимися
режимами [1 – 6]. При этом предполагается, что параметры уравнений, описы-
вающих доходности рисковых активов, меняются скачкообразно в соответствии
со случайной сменой режимов функционирования, характерных для реальных
финансовых рынков.

В [1, 2] рассматривается задача управления ИП на скачкообразном финансо-
вом рынке без учета явных ограничений на объемы торговых операций. На реаль-
ных рынках существуют жесткие ограничения на объемы вложений (купли-
продажи) и займов финансовых инструментов.

Задача динамического управления ИП с учетом явных ограничений рассмат-
ривалась в работах [7, 8]. В [7] эволюция цен рисковых активов описывается дис-
кретизованной версией модели типа геометрического броуновского движения со
случайными независимыми параметрами, в [8] доходности описываются моделью
авторегрессии. В этих работах предлагается использовать стратегии управления с
прогнозирующей моделью (со скользящим горизонтом инвестирования) [9]. Та-
кой подход позволяет достаточно просто учитывать явные ограничения на управ-
ляющие переменные – объемы вложений и займов. Синтез стратегий управления
с прогнозированием сводится к последовательности задач квадратичного про-
граммирования.

В настоящей работе рассматривается задача управления ИП при ограничениях
на финансовом рынке с переключающимися режимами. Параметры рисковых ак-
тивов меняются в соответствии с эволюцией однородной марковской цепи с ко-
нечным пространством ненаблюдаемых состояний и известной матрицей пере-
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ходных вероятностей. Получены уравнения синтеза стратегий управления ИП с
прогнозирующей моделью с учетом явных ограничений на объемы вложений и
займов. Приведены результаты численного моделирования с использованием ре-
альных данных.

1. Постановка задачи и описание модели ИП

Рассмотрим ИП, состоящий из n видов рисковых финансовых активов (обык-
новенных акций) и одного безрискового финансового актива (банковский счет
или надежные облигации). Капитал, помещенный в i-й рисковый актив в момент
времени k, равен ui(k) (i = 1, 2,..., n); в безрисковый u0(k). Тогда общий объем вло-
жений (капитал портфеля) в момент времени k будет 
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Отметим, что если ui(k) < 0 (i = 1, 2, ..., n), то это означает участие в операции
«продажа без покрытия» на сумму | ui(k)|; если u0(k)<0, то это означает заем капи-
тала в размере | u0(k)| по безрисковой ставке r. В момент времени k + 1 капитал
портфеля
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где ηi(k+1) – ставка доходности рисковых вложений на интервале [k, k + 1] (слу-
чайная величина), r – неслучайная доходность безрисковых вложений.

Используя (1), уравнение (2) преобразуем к виду
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при этом 0
1

( ) ( ) ( )
n

i
i

u k V k u k
=

= − ∑ .

При управлении портфелем учитываются следующие ограничения:
min max( ) ( ) ( ), 1,i i iu k u k u k i n≤ ≤ = ;  (4)
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Если нижняя граница ui
min(k)<0, i=1,2,…,n, то для рискового актива i-го вида

допустимо участие в операции «продажа без покрытия» на сумму не более
|ui

min(k)|; если ui
min(k)≥0, i=1,2,…,n, то операции «продажа без покрытия» для рис-

кового актива i-го вида запрещены; u0
max(k)≥0 определяет максимальный размер

капитала, который можно вкладывать в безрисковый актив, ui
max(k), i=1,2,…,n, оп-

ределяют максимальный объем капитала, который можно вкладывать в рисковый
актив i-го вида; u0

min(k)≤0, величина |u0
min(k)| определяет максимальный размер

займа безрискового актива. Отметим, что величины ui
min(k), ui

max(k), i=0,1,…,n,
на практике часто зависят от общего капитала ИП, что можно учесть, положив
ui

min(k) = γi'V(k), ui
max(k) = γi''V(k), где γi', γi'' – постоянные коэффициенты.

Необходимо определить стратегию управления портфелем путем перераспре-
деления капитала между различными видами инвестиций так, чтобы капитал ре-
ального портфеля с минимально возможными отклонениями (с минимально воз-
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можным риском) следовал капиталу некоторого определяемого инвестором эта-
лонного портфеля с доходностью μ0, эволюция которого описывается уравнением

0 0 0( 1) [1 μ ] ( ),V k V k+ = +  (6)
в начальный момент времени V0(0)=V(0).

Для описания эволюции доходностей рисковых активов используем разност-
ную аппроксимацию уравнений геометрического (экономического) броуновского
движения со скачкообразно меняющимися параметрами [2,3]:
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где α(k) (k = 0,1,2…) – однородная дискретная марковская цепь с конечным мно-
жеством состояний {1,2,…,ν}, известной матрицей переходных вероятностей
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и известным начальным распределением:
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i
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ν

=
= = = =∑

ωj(k) – независимые между собой дискретные белые шумы с нулевым средним
и единичной дисперсией; последовательности ωj(k) и αj(k) независимы; μi[α(k),k] –
ожидаемая доходность i-го рискового вложения; σij[α(k),k] – элементы матрицы
волатильности σ[α(k),k], σ[α(k),k]σT[α(k),k]≥0.

Причем

[ ] { } [ ] { }(1) (2) (ν) (1) (2) (ν)μ α( ), μ ,μ ,...,μ ,σ α( ), σ ,σ ,...,σk k k ki i i i∈ ∈  ,

где σ(l)=[σij
(l)], i, j=1,2,…,n, l=1,…,ν. Предполагается также, что состояние марков-

ской цепи в момент времени k не доступно наблюдению.

2. Определение оптимальной стратегии управления

Для управления портфелем используем стратегии с прогнозирующей моделью.
Критерий качества управления (функция риска) имеет вид
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где m – горизонт прогноза, u(k+i/k)=[u1(k+i/k), …,un(k+i/k)]T, R(k)>0, ρ(k,i)>0 – ве-
совые коэффициенты. Весовые коэффициенты ρ(k,i) можно выбирать различными
способами. Если ρ(k,i)=1, то минимизируется сумма квадратов абсолютных от-
клонений от намеченной траектории; если ρ(k,i)=[V0(k+i)]−2, то минимизируется
сумма квадратов относительных отклонений от намеченной траектории; можно
также использовать дисконтирующие множители: ρ(k,i)=[1+β]−2i, где β – ставка
дисконтирования.

Таким образом, на каждом шаге k имеем задачу минимизации критерия (8) со
скользящим горизонтом управления по последовательности прогнозирующих
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управлений u(k/k), …, u(k+m−1/k), зависящих от состояния системы в момент вре-
мени k, при ограничениях (4), (5). В качестве управления в момент времени k бе-
рем u(k)=u(k/k). Тем самым получаем управление u(k) как функцию состояний
управляемого и эталонного портфелей, т.е. управление с обратной связью. Чтобы
получить управление u(k+1) на следующем шаге, процедура повторяется для сле-
дующего момента k + 1 и т.д.

Теорема. Пусть динамика ИП описывается уравнением (3) с моделью доход-
ностей (7) и ограничениями (4),(5). Тогда оптимальная стратегия прогнозирующе-
го управления, минимизирующая критерий (8) со скользящим горизонтом m оп-
ределяется уравнением

[ ]( ) 0 0 ( ),n n nu k I U k= "  (9)

где nI  – единичная матрица размерности n, 0n  – квадратная нулевая матрица
размерности n, U(k)=[uT(k/k), …,uT(k+m-1/k)]T – вектор прогнозирующих управле-
ний, который определяется из решения задачи квадратичного программирования
с критерием

 ( / ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TY k m k x k G k U k U k H k U k+ = +  (10)
при ограничениях
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блоки которых определяются следующими соотношениями:
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Доказательство. С учетом (7) представим уравнения динамики реального и

эталонного портфелей (3), (6) в матричном виде:
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Критерий (9) перепишем следующим образом:
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Цепь Маркова с дискретным временем допускает следующее представление в
пространстве состояний [10]:

θ( 1) θ( ) υ( 1),k P k k+ = + +  (22)
где θ(k)=[δ(α(k),1), …,δ(α(k),ν)]T, δ(α(k),j) – функция Кронекера, j=1, …ν; υ – мар-
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тингал разность с характеристиками
 { }υ( 1) 0M k + = ;  (23)

( 1) { υ( 1) υ ( 1)} diag( {θ( )}) diag( {θ( )})T TC k M k k PM k P M k P+ = + + = − .
При этом

1( ) {θ( )} (0) ( )kL k M k P p p k= = = ;  (24)

2 ( ) {θ( )θ ( )} diag( ( )),TL k M k k p k= =  (25)
где p(0)=[p1,p2,…,pν]T – начальное распределение состояний цепи Маркова,
p(k) = [p1(k),p2(k),…,pν(k)]T – распределение состояний цепи в момент времени k.

С учетом (22) систему (20) можно представить в следующем виде:
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Здесь θi(k), i=1,2,…,ν, – компоненты вектора θ(k), {Bj
(i)}, j=0,…,n, i=1,…,ν, – мно-

жество значений матрицы Bj[θ(k),k].
Выражая последовательно все x(k+i), i=1,2,…,m, через x(k) с использованием

уравнения системы (26) и подставляя результат в критерий (21), получим
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С учетом (23) – (25), (27) определим математические ожидания, входящие в
(28):
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{ }[θ( ), ] ( ) [θ( ), ]T
s sM B k i k i Q m i B k i k i+ + − + + =

ν ν
( ) ( )

2
1 1

( ( )) ( ) ( ) ( )q T T r
s r q s

q r
B k i E L k i E Q m i B k i

= =

⎡ ⎤= + + − + =⎣ ⎦∑∑

( ) ( )

1
( ( )) ( ) ( ) ( )q T r

s s q
q

B k i Q m i B k i p k i
ν

=
= + − + +∑ ;  (30)

{ }( )
0 0[θ( ), ]( ) ( ) [θ( ), ]T j i TM B k i k i A Q m j B k j k j−+ + − + + =

{ }
ν ν

( ) ( )
0 0

1 1
( ( )) θ( )θ ( ) ( ) ( ),q T T T r

r q
q r

B k i E M k j k i E Q m j B k j
= =

⎡ ⎤= + + + − +⎣ ⎦∑∑  (31)
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где [ ]0 0 1 0 0 , 1, ν,qE q= =" " 1, .j i m= +  Определим M{θ(k+j)θT(k+i)} для
j=i+1,…,m:

{ } { }
1

0

θ( )θ ( ) θ( ( ))θ ( )

θ( ) υ( ) θ ( )

T T

j i
j i l T

l

M k j k i M k i j i k i

M P k j P k j l k i
− −

−

=

+ + = + + − + =

⎧⎛ ⎞ ⎫⎪ ⎪= + + + − + =⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎩⎝ ⎠ ⎭
∑

{ } 2θ( )θ ( ) ( ).j i T j iP M k i k i P L k i− −= + + = +

Тогда (31) примет вид

{ }( )
0 0[θ( ), ]( ) ( ) [θ( ), ]T j i TM B k i k i A Q m j B k j k j−+ + − + + =

ν ν
( ) ( )

0 2 0
1 1

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )q T j i T j i T r
r q

q r
B k i E P L k i E A Q m j B k j− −

= =

⎡ ⎤= + + − + =⎣ ⎦∑∑

ν ν
( ) ( )

0 0
1 1

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ), ( 1, ).q T j i T r j i
rq q

q r
B k i A Q m j B k j P p k i j i m− −

= =
= + − + + = +∑∑  (32)

С учетом (29), (30), (32) критерий (28) перепишем в виде
( / ) ( ) ( 1) ( )T TJ k m k x k A Q m Ax k+ = − +  (33)

ν
1 ( )

0
1 1

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1/ )
m

T T i T q
q

i q
x k A A Q m i B k i p k i u k i k−

= =

⎧ ⎫⎪ ⎪+ − + + + − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

ν
( ) ( )

2
1 0 1

( 1/ ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( , 1) ( 1/ )
m n

T q T r
s s q

i s q
u k i k B k i Q m i B k i p k i R k i u k i k

= = =

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + − + − + + + − + − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑∑

1 ν ν
( ) ( )

0 0
1 1 1 1

2 ( 1/ ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1/ ),
m m

T q T j i T r j i
rq q

i j i q r
u k i k B k i A Q m j B k j P p k i u k j k

−
− −

= = + = =

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + − + − + + + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑∑

где pq(k) – q-й элемент вектора p(k), j i
rqP − – элемент (r,q) матрицы Pj−i.

Выражение (33) можно записать в матричном виде:
( / ) ( ) ( 1) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),T T T TJ k m k x k A Q m Ax k x k G k U k U k H k U k+ = − + +  (34)

где матрицы H(k),G(k) имеют вид (12) – (19).
Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (34) при ограничениях

(4), которая эквивалентна задаче квадратичного программирования с критерием
(10) при ограничениях (11).

3. Численное моделирование

Определим стратегию управления портфелем ценных бумаг, состоящим из пя-
ти рисковых активов, торгующихся на российском фондовом рынке, а именно:
ОАО «Сбербанк России», ОАО «Газпром», ОАО «ГМК “Норильский никель”»,
ОАО «Банк ВТБ», ОАО «Нефтяная компания “Лукойл”», банковского счета с до-
ходностью r = 0, 00004. Период инвестирования: с 28.10.2007 г. по 15.05.2008 г.
продолжительностью T = 200 торговых сессий.
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Известно, что финансовый рынок может находиться в состояниях с низкой и
высокой волатильностью. Основываясь на анализе доходностей рисковых акти-
вов, будем предполагать, что первое состояние характеризуется следующими па-
раметрами активов: σ11

(1)=0,01; σ22
(1)=0,02; σ33

(1)=0,01; σ44
(1)=0,01; σ55

(1)=0,02; вто-
рое состояние: σ11

(2)=0,04; σ22
(2)=0,03; σ33

(2)=0,04; σ44
(2)=0,04; σ55

(2)=0,03. Предпола-
гается также, что σij

(1)= σij
(2)=0 при i≠j, i, j=1,…,5. Индикаторами смены режимов

рынка могут служить финансовые индексы. Оценка матрицы переходных вероят-
ностей, характеризующей смену режимов финансового рынка, получена методом
максимального правдоподобия [11] по выборке объемом N = 100 значений индек-
са ММВБ за период, предшествующий периоду инвестирования.

Матрица переходных вероятностей имеет вид
0,65 0, 45 .
0,25 0,75

P ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
Оценки средней доходности на каждом k-м шаге (k = 1,2,…, T) производятся

методом простой скользящей средней с периодом, равным 13.
Операции «продажи без покрытия» не запрещены, γi' = −0,6, γi''=3, i=1,…,5,

γ0'=3. Доходность эталонного портфеля μ0=0,003. Весовые коэффициенты
R=diag(10−4,…,10−4), ρ(k,i)=1. В начальный момент времени капитал ИП
V(0)=V0(0)=1, горизонт прогноза m = 20.

Рис. 1 иллюстрирует динамику доходностей рисковых финансовых активов
(по оси абсцисс указаны номера временных интервалов, а по оси ординат – вели-
чины доходностей).

На рис. 2 показаны: изменение капитала V0(k) эталонного портфеля (линия 1),
изменение капитала управляемого портфеля V(k) (линия 2), (по оси абсцисс ука-
заны номера временных интервалов, а по оси ординат – капиталы портфелей). На
рис. 3 показана динамика капитала, вложенного в каждый рисковый финансовый
актив: линия 1 – капитал u1(k), вложенный в акции ОАО «Сбербанк России», ли-
ния 2 – капитал u2(k), вложенный в акции ОАО «Газпром» (по оси абсцисс указа-
ны номера временных интервалов, а по оси ординат – суммы вложений).

0 50 100 150 k

0,3

0,2

0,1

0

–0,1

–0,2

–0,3

η

1 2

Рис. 1. Динамика доходностей рисковых активов (линия 1 – доход-
ность акции ОАО «Сбербанк России», линия 2 – доходность акции
ОАО «Газпром»)
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Рис. 2. Динамика портфеля (линия 1 – капитал эталонного портфеля,
линия 2 – капитал управляемого портфеля)
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Рис. 3. Динамика управляющих воздействий (линия 1 – u1(k), линия 2 – u2(k))

Из рис. 2 видно, что капитал управляемого инвестиционного портфеля доста-
точно хорошо отслеживает рост капитала эталонного портфеля за счет перерас-
пределения средств между рисковыми и безрисковыми вложениями с привлече-
нием заемных средств.

Заключение

В работе предложен подход к управлению инвестиционным портфелем в дис-
кретном времени на финансовом рынке с переключающимися режимами. Задача
управления ИП формулируется как динамическая задача слежения за эталонным
портфелем с заданной желаемой доходностью. Структура ИП описывается разно-
стным стохастическим уравнением со случайными параметрами, скачкообразно
меняющимися в соответствии с эволюцией марковской цепи с конечным фазовым
пространством состояний.
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Синтезированы стратегии управления с прогнозирующей моделью при усло-
вии, что состояние марковской цепи не наблюдается, и с учетом явных ограниче-
ний на объемы торговых операций.

Численное моделирование подтверждает работоспособность и эффективность
данного подхода к управлению ИП на реальном финансовом рынке.
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