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Рассматривается задача синтеза прогнозирующего управления, построенно-
го на основе слежения за выходом системы при наличии неизвестного входа.
Прогнозирование осуществляется на основе вычисления оценок состояний
объекта, построенных с использованием экстраполятора Калмана, и оценок
неизвестного входа. Рассматривается задача управления экономической сис-
темой производства, хранения и поставок товара потребителям.
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При синтезе управлений широко используется метод управления динамиче-
скими объектами с применением прогнозирующих моделей – Model Predictive
Control (MPC) [1, 2]. Область применения MPC охватывает задачи управления
технологическими процессами, производственными системами и финансовую ма-
тематику (управление портфелем ценных бумаг) [1−5] и др.

В работе рассматривается задача синтеза прогнозирующего управления для
динамических объектов с неизвестным входом, при этом применяются методы
вычисления оценок вектора состояния объекта, использующие оценки неизвест-
ного возмущения (входа) [6−15]. В [6, 7] для вычисления оценок неизвестного
возмущения рассматриваются алгоритмы расширения пространства состояний (к
основной модели объекта добавляется модель ненаблюдаемого возмущения) и ал-
горитм двухэтапной фильтрации, уменьшающий вычислительные затраты за счет
декомпозиции задачи. В работах [8−15] для вычисления таких оценок предложе-
ны алгоритмы рекуррентной оптимальной фильтрации, не использующие метод
расширения пространства состояний.

Предложено синтезировать прогнозирующее управление с использованием
оценок неизвестного входа, которые могут вычисляться двумя способами в зави-
симости от уровня априорной информации: на основе фильтра Калмана и на ос-
нове модифицированного МНК. Рассмотрена задача синтеза прогнозирующего
управления производством, хранением и поставками товара с учетом случайных
факторов при неизвестном входе.

1. Постановка задачи

Модели объекта, канала наблюдений и управляемого выхода описываются
следующими соотношениями:
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1t t t t tx Ax Bu Ir w+ = + + + , 0 0tx x= = ;  (1)

t t tHx vψ = + ;  (2)

t ty Gx= ,  (3)

где n
t Rx ∈  − состояние объекта, m

t Ru ∈  − управляющее воздействие (известный

вход), q
t Rr ∈  − неизвестный входящий сигнал, l

t R∈ψ  − наблюдения, выход
системы контроля, p

t Ry ∈  − управляемый выход, A, B, I, H, G – матрицы соот-
ветствующих размерностей. Предполагается, что случайные возмущения wt и шу-
мы измерения vt не коррелированы между собой и подчиняются гауссовскому
распределению с нулевым средним и с соответствующими ковариациями:

,{ }t k t kw w WΤΜ = δ , ,{ }t k t kv v VΤΜ = δ ,

где ,t kδ  – символ Кронекера. В (1) вектор начальных условий 0x  является слу-
чайным, некоррелированным с величинами wt и vt и определяется следующими
характеристиками:

0 0{ }x xΜ = , 
00 0 0 0{( )( ) } xx x x x PΤΜ − − = .

Ограничения на векторы состояния и управления зададим в виде

1 1 2ta S x a≤ ≤ , 1 2 2( ) ( )t t tx S u xϕ ≤ ≤ ϕ ,  (4)
где S1 и S2 – структурные матрицы, состоящие из нулей и единиц и определяющие
компоненты векторов xt и ut, на которые накладываются ограничения; a1, a2, φ1(xt),
φ2(xt) – заданные постоянные векторы и вектор-функции соответствующих раз-
мерностей.

Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям ψt определить стратегию управ-
ления, при которой вектор выхода системы yt будет близок к заданному вектору с
учетом ограничений (4).

2. Прогнозирование поведения объекта

Модель (1) используется для прогнозирования поведения объекта на протяже-
нии всего горизонта прогнозирования, обозначаемого N, на основе информации,
имеющейся в момент времени t. Осуществим синтез алгоритма оптимального
прогнозирования поведения объекта и вектора выхода, используя экстраполятор
Калмана [16]. Пусть ˆi| jx  и ˆi| jy  − оценки состояния и вектора выхода в момент
времени i, вычисляющие информацию с j-го момента времени, j ≤ i. Тогда:

1| | 1 | 1ˆ ˆ ˆ ˆ( )t t t t t t t t t tx Ax Bu Ir K Hx+ − −= + + + ψ − , 0| 1 0x̂ x− = ;  (5)

1| 1|ˆ ˆt t t ty Gx+ += ;  (6)

1
( )t t tK AP H HP H V

−Τ Τ= + ;  (7)
1

1 ( )t t t t tP W AP A AP H HP H V HP A
−Τ Τ Τ Τ

+ = + − + , 
00 xP P= . (8)

Для построения модели прогнозирования необходимо вычислить оценки не-
известного входа. Рассмотрим два подхода построения оценок неизвестного
входа t̂r .
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Для того чтобы применить подход, основанный на использовании фильтра
Калмана, необходим определенный уровень априорной информации о неизвест-
ном входе tr , например необходимо иметь модель поведения неизвестного входа.
Предположим, что закон его поведения задается следующим уравнением:

1t t tr Rr+ = + τ , 0 0tr r= = ,  (9)

где R – матрица, определяющая динамику неизвестного сигнала, tτ  – случайная
гауссовская величина с нулевым средним и дисперсией Τ , 0r  – случайный вектор
начальных условий с известными характеристиками ( 0 0{ }r rΜ = ,

00 0 0 0{( )( ) } rr r r r PΤΜ − − = ). Предполагается, что tτ  не коррелирована со случай-
ными возмущениями wt и шумами измерения vt.

Применяя фильтр Калмана к модели (9), получим оценку неизвестного сигнала
в момент времени t+1, которая определяется из следующих выражений:

1 1 | 1ˆ ˆ ˆ ˆ( )t t t t t t t tr Rr K HAx HBu HIr+ + −= + ψ − − − , 0 0r̂ r= ,

1
( )t t tK P H HP H HWH V

−Τ Τ Τ= + + ,

1 ( )t n t tP E K H P+ = − , 
00 rP P= ,  (10)

где nE  – единичная матрица размера n×n.
Перейдем к рассмотрению второго подхода. В этом случае отсутствует необ-

ходимость знать модель поведения неизвестного входа (9). Вычисление значений
прогноза состояния системы (5) выполним как решение некоторой новой задачи
оптимального управления, при этом под управлением понимаются значения неиз-
вестного входа t̂r . Критерий оптимальности строится исходя из принципа мини-
мума ошибок прогнозируемых оценок вектора состояния. Второй подход является
вариантом модифицированного МНК. В качестве критерия оптимальности будем
использовать квадратическую функцию следующего вида:

{ }2 2
1 | 1 1

1
ˆ ˆ ˆ( )

RR

t

t i i i i DC
i

J r Hx r− − −
=

= ψ − +∑ ,  (11)

где CR и DR – симметричные, положительно определенные матрицы.
Оптимизация критерия до текущего момента времени t сводится к минимиза-

ции критерия в каждый момент времени 1,i t= :

{ }
0 1 1

2 2
1 | 1 1ˆ ˆ ˆ 1

ˆ ˆ ˆ( ) min min min
RRt

t

t i i i i DCr r r i
J r Hx r

−
− − −

=
= ψ − +∑… .  (12)

Оптимальная оценка неизвестного входа на шаге 1t = :

{ }
0

2 2
0 1 1|0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ( ) min

RR DCr
J r Hx r= ψ − + .

Учитывая, что 1|0 0 0 0ˆ ˆx Ax Bu Ir= + + , имеем

{ }
0

2 2
0 1 0 0 0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ( ) min

R RC Dr
J r HAx HBu HIr r= ψ − − − + .  (13)

После преобразований получаем
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( ) ( ){ }
0

0 0 0 0 1 0 0 0ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min 2T T

R R Rr
J r r I H C HI D r r I H C HAx HBuΤ Τ Τ Τ= + − ψ − − + α ,

где 0α  – величина, не зависящая от 0̂r .
Оптимальная оценка находится из условия

( ) ( )0
0 1 0 0

0

ˆ( ) ˆ2 2 0
ˆ

T T
R R R

J r I H C HI D r I H C HAx HBu
r

Τ Τ∂
= + − ψ − − =

∂
,

откуда получаем оптимальную оценку неизвестного входа в момент времени
1t = :

( )0 1 0 0ˆ Rr S HAx HBu= ψ − − ,  (14)

где ( ) 1T T
R R R RS I H C HI D I H C

−Τ Τ= + . Подставляя полученное выражение для 0̂r

в (13), вычисляем оптимальное значение критерия в момент времени 1t = :

( ) ( )0 1 0 0 1 0 0ˆ( ) RJ r HAx HBu M HAx HBuΤ= ψ − − ψ − − ,  (15)

где ( )2 T
R R R R R R R RM C C HIS S I H C HI D SΤ Τ= − + + .

В момент времени 2t =  оптимальная оценка неизвестного входящего сигнала
находится исходя из оптимизации следующего критерия:

{ }
0 1

2 22 2
1 2 2|1 1 1 1|0 0ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min min

R RR RD DC Cr r
J r Hx r Hx r= ψ − + + ψ − + .

Используя принцип оптимальности Беллмана, выражение для 1̂( )J r  может
быть преобразовано следующим образом:

{ }
1

2 2
1 2 2|1 1 0ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) min ( )

RR DCr
J r Hx r J r= ψ − + + =

{ }
1

2 2 2
2 1|0 1 1 1 1 0 0ˆ

ˆ ˆ ˆmin
R RR D MCr

HAx HBu HIr r HAx HBu= ψ − − − + + ψ − − =

( ) ( ){ }
1

1 1 1 2 1|0 1 1ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆmin 2T T

R R Rr
r I H C HI D r r I H C HAx HBuΤ Τ Τ Τ= + − ψ − − + α ,

где 1α  – величина, не зависящая от 1̂r . Дифференцируя по 1̂r , по аналогии с опе-
рациями, проведенными на первом шаге, имеем

( )1 2 1|0 1ˆ ˆRr S HAx HBu= ψ − − ;  (16)

( ) ( )1 2 1|0 1 2 1|0 1ˆ ˆ ˆ( ) RJ r HAx HBu M HAx HBuΤ
= ψ − − ψ − − .  (17)

Применяя принцип Беллмана для последующих шагов и метод математической
индукции, получаем

( )1 | 1ˆ ˆt R t t t tr S HAx HBu+ −= ψ − − .  (18)

Таким образом, учитывая динамику оценок неизвестного входа (10), (18), про-
гнозирование поведения объекта и выхода системы может быть выполнено по
следующим формулам:

1 1
1 1 1

| 1| |
1 1

ˆ ˆ ˆ
i i

i i k i k
t i t t t t k t t k

k k
x A x А Bu А Ir

− −
− − − − −

+ + + +
= =

= + +∑ ∑ , | |ˆ ˆt i t t i ty Gx+ += , 1,i N= , (19)
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где t+k|tu – управление, используемое для прогнозирования, t̂ kr +  – оценки прогно-
за неизвестного входа, которые строятся исходя из того, какой метод оценивания
был выбран. В случае отсутствия априорной информации о поведении неизвест-
ного входа оценки прогноза t̂ kr +  могут быть построены на основе методов про-
гнозирования временных рядов. В случае, когда модель поведения неизвестного
входа известна, целесообразно строить прогноз t̂ kr +  на основе уравнения динами-
ки (9):

1ˆ ˆt k t kr Rr+ + −= ,

где начальное значение 1t̂r +  определяется из (10).
Уравнения для прогнозируемых векторов состояния и выхода представляются

в векторно-матричной форме. Для этого вводятся следующие векторы и матрицы:

1|

|

ˆ
ˆ

ˆ

t t

t

t N t

x
X

x

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

# , 
1|

|

ˆ
ˆ

ˆ

t t

t

t N t

y
Y

y

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

# , 
1|

|

t t

t

t N t

u
U

u

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

# , 
1|

|

ˆ
ˆ

ˆ

t t

t

t N t

r
R

r

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

# , 2

1

n

N

E
A
A

A −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

Ψ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
, 2

1N

G
GA
GA

GA −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

Λ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
,

2 3

0 0 0 0
0 0 0

0 0

0N N

B
AB B

A B A B B− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

Ρ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

…
"
"

" " " % "
"

, 

2 3

0 0 0 0
0 0 0

0 0

0N N

GB
GAB GB

GA B GA B GB− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

Φ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

…
"
"

" " " % "
"

,

2 3

0 0 0 0
0 0 0

0 0

0N N

I
AI IS

A I A I I− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

…
"
"

" " " % "
"

, 

2 3

0 0 0 0
0 0 0

0 0

0N N

GI
GAI GIQ

GA I GA I GI− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

…
"
"

" " " % "
"

. (20)

Прогнозирующая модель (19) может быть представлена в виде следующей
системы:

1
ˆ ˆˆt t |t t tX = x + U SR+Ψ Ρ + ,

1
ˆ ˆˆt t |t t tY = x + U QR+Λ Φ + .  (21)

Схема преобразования ограничений (4) для прогнозирующей модели подробно
изложена в [5].

3. Синтез прогнозирующего управления

Для решения поставленной задачи в качестве целевой функции используется
критерий

{ }2 2
| | 1|

1

1 ˆ( )
2

N

t k t t k t k t t k tC D
k

J t y y u u+ + + + −
=

= − + −∑ ,  (22)

где матрицы C > 0 и D > 0 – весовые матрицы.
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Критерий (22) преобразуется к векторно-матричному виду:
1( )
2 t t tJ t U FU U fΤ Τ= + + α , (23)

где α  – слагаемое, не зависящее от управления,

F C DΤ= Φ Φ + , 
1|ˆ

0ˆ

0

tt t

t

t

Dux

f R
Y

+ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= Γ − ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
#

, C CQ CΤ Τ Τ⎡ ⎤Γ = Φ Λ Φ −Φ⎣ ⎦ , 
1|

|

t t

t

t N t

y
Y

y

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

# ,

C  и D  – диагональные матрицы, составленные из весовых коэффициентов
С и D:

0 0
0 0

0 0

C
CC

C

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#
#

" " % "
#

,  

2 0 0
2 0

0 2
0 0 2

D D
D D D

D
D D D

D D

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥= ⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

#
#

" % % % "
"
"

.

Аналитическое решение cформулированной задачи квадратичного програм-

мирования без учета ограничений находится из условия ( ) 0
t

dJ t
dU

=  с использова-

нием формул векторно-матричного дифференцирования [17]:

( ) ( )( ) 1 1
2 2

1 0.
2

t t t
t t t

t t t t

t t

trFU U U fJ t U FU U f
U U U U

F U FU f

Τ Τ
Τ Τ

Τ

∂ ∂∂ ∂ ⎡ ⎤= + + α = + =⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤= + + =⎣ ⎦  (24)

В силу симметричности матрицы F уравнение (24) можно представить в виде
0tFU f+ = .

Решение этого уравнения определяется выражением

* 1
1|

0ˆˆ( ) ( )

0

t

t t t t t

Du

U C D C x CQR CYΤ − Τ Τ Τ
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= − Φ Φ + Φ Λ + Φ − Φ − ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
"

.

Оптимальное прогнозирующее управление примет вид

( )* *
1| 0 0t t n tu E U+ = " .

Оптимизация модели (1) – (3) с ограничениями (4) может быть выполнена
численно. Для оптимизации целевой функции (23) используется процедура quad-
prog системы Matlab.

4. Моделирование управления экономическим объектом

Рассмотрим задачу управления экономическим объектом, предназначенным
для производства, хранения и поставок товаров потребителям [3, 5]. Модель объ-
екта с дополнительно включенными неизвестными составляющими возмущений
имеет вид
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1t t t t tq = Aq +b+ + ϕ +ξ , 0 0q q= ,

1t t t t t tz = z + B d+ ω + − ϕ + ζ , 0 0z z= ,  (25)

где s
tq R∈ , qi,t − количество товара i-го типа у потребителя в момент времени t

( 1,t T= , 1,i s= ); zi,t − количество товаров i-го типа на складе производителя; ωi,t –
объем производства товаров i-го типа; φi,t – объем поставок товаров i-го типа; bt, dt

– неизвестные составляющие возмущений; tξ , tζ  – векторные гауссовские слу-

чайные последовательности (M{ tξ } = 0, M{ tζ } = 0, ,{ }t k t k
ΤΜ ξ ξ = Σδ ,

,{ }t k t k
ΤΜ ζ ζ = Ξδ , { } 0t k

ΤΜ ξ ζ = ); A  и B  – матрицы, определяющие динамику про-

изводства и потребления.
В каждый момент времени t должны выполняться ограничения

zmin ≤ zt ≤ zmax,  0 ≤ tω  ≤ ωmax,  0 ≤ tϕ  ≤ zt.

Переменные ωt и ϕt рассматриваются как управляющие воздействия. Неиз-
вестные составляющие возмущений вводятся по той причине, что на практике па-
раметры модели (матрицы A  и B ) часто определяются с погрешностями, влия-
ние которых может быть учтено за счет введения неизвестных возмущений. Зада-
ча состоит в том, чтобы по наблюдениям определить стратегию управления про-
изводством, хранением и поставками товара, обеспечивающую количество това-
ров у потребителя qt, близкое к заданному вектору q , при этом должны учиты-
ваться ограничения.

Модель системы (25) преобразуется к виду модели (1). Оптимизационная
задача решается на каждой итерации для прогнозируемых значений вектора со-
стояния.

Моделирование проведено при постоянных неизвестных возмущениях для
следующих исходных данных:

0,75 0
0,25 0,9

A ⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
, 0,3 0,1

0,2 0,8
B ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

, min
0,1
0,1

z ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
, max

1,5
2,5

z ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
,

max
0,8
0,7

⎡ ⎤ω = ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 0

0,2
0,2

z ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 0

0
0

q ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 1

2
q ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

, 0 1 0 1
0,1
0,1

⎡ ⎤ω = ω = ϕ = ϕ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
,

[ ]0,05 0,03b Τ= , [ ]0,04 0,02d Τ= , [ ]0 0
ˆ ˆ 0 0b d Τ= = , 1 2 1h h= = , N=10,

 2C E= , 
0 0 4x rP P H D E= = = = , W = 0, V = diag{0,0005; 0,0005; 0,0005 ; 0,0005}.

Результаты численного моделирования с использованием фильтра Калмана
для построения оценок неизвестного входа приведены в виде графиков переход-
ных процессов на рис. 1–4.

Результаты численного моделирования с применением модифицированного
МНК для построения оценок неизвестного входа приведены на рис. 5–8. Прогно-
зирование оценок неизвестного входа осуществлено с помощью линейной экстра-
поляции. Для улучшения качества оценок прогноза использован метод экспонен-
циального сглаживания.
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Рис. 1. Динамика изменения количества товаров у потребителя

0 10 20 t

0,5

1

z , 11 ϕ

0 10 20 t

1

2z1

ϕ1zmin1

z , 22 ϕ

z2

ϕ2zmin2

Рис. 2. Динамика изменения количества товаров на складе и объемов поставок
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Рис. 3. Процессы изменения объемов производства товаров
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Рис. 4. Входные сигналы и их оценки
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Рис. 5. Графики изменения количества товаров у потребителя
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Рис. 6. Графики изменения количества товаров на складе и объемов поставок
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Рис. 7. Процессы изменения объемов производства товаров
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Рис. 8. Входные сигналы и их оценки



14 М.Ю. Приступа, В.И. Смагин

Заключение

Разработан метод решения задачи управления на основе синтеза прогнози-
рующего управления выходом дискретного объекта при наличии неизвестного
входа, для реализации которого предложено использовать два алгоритма построе-
ния оценок неизвестного входа. Второй алгоритм, основанный на применении
модифицированного МНК, для реализации управления с прогнозированием тре-
бует существенно меньшего уровня априорной информации о неизвестном входе,
тем самым снимает вопрос об идентификации модели неизвестного входа, что иг-
рает важную роль при решении практических задач. Результаты моделирования
показали, что основная цель (определение стратегии управления объектом, при
которой вектор выхода будет близок к заданному вектору) достигается в обоих
случаях.
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The problem considered in the paper deals with synthesis of Model Predictive Control that is
applied to the discrete system containing unknown input. The control is carried out on the base of
the system output tracking. The prediction is derived on the base of state estimation obtained by
Kalman filter (extrapolator) and unknown input estimations. Two methods are considered to be
used for evaluating the unknown input estimations. The first is based on the applying Kalman fil-
ter, the second – on the modified least-squares method. It is discussed that the choice of the
method depends on the available a priori statistical information concerning unknown input sig-
nals.

The model investigated in the paper contains states, known and unknown inputs and distur-
bances acting on the system. It is assumed also that the system is operating under the state and in-
put constraints. The aim of the system control is to synthesize control inputs based on observa-
tions providing the system output to be close to the reference.

The simulation results of the proposed methods are given for an example of the goods pro-
duction, storage and delivery to consumers’ problem.


