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Настоящая работа является непосредственным продолжением работы [1], в ко-
торой  было получено выражение для вероятности разорения страховой компании
на бесконечном временном интервале при дважды стохастических потоках стра-
ховых премий и страховых выплат и малой нагрузке страховой премии. Однако
более исчерпывающей характеристикой  деятельности компании является распре-
деление условного времени до ее разорения при условии, что разорение происхо-
дит [2]. Через распределение условного времени до разорения может быть выра-
жена, в частности, вероятность разорения на конечном временном интервале.
В настоящей работе находится производящая функция моментов условного вре-
мени до разорения  страховой компании при дважды стохастических потоках
страховых премий и страховых выплат и малой нагрузке страховой премии.

1. Математическая модель страховой компании

Итак, будем считать, что интенсивность потока страховых премий ( )tλ  явля-
ется однородной цепью Маркова с непрерывным временем и m  состояниями

( ) itλ = λ  [ ]3 . Переход из состояния в состояние  задается матрицей инфинитези-

мальных характеристик  ij⎡ ⎤Α = α⎣ ⎦  ранга 1m − . Таким образом, переход из со-
стояния i  в состояние j  за малое время t∆  имеет вероятность
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1 , 1, ,
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Обозначим  ( ) ( ){ }, 1, .i iP t P t i m= λ = λ =  Если управляющая цепь является нераз-

                                                          
1 Работа выполнена в рамках аналитической ведомственной целевой программы «Развитие научного
потенциала высшей школы» (2009–2011 гг.), проект № 2.1.2/11803 и гранта РФФИ № 11-01-90713-
моб. ст.
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ложимой, то существуют финальные вероятности

( )lim ,i it
P t

→∞
π =

которые являются решением системы уравнений

1

m

j ji
j=

π α∑ ; (2)

1 2 1.mπ + π + + π =" (3)

Обозначим, далее, через  0λ  среднюю интенсивность потока  страховых премий в
стационарном режиме

0
1

.
m

i i
i=

λ = π λ∑ (4)

Будем считать, что страховые премии являются независимыми случайными вели-
чинами с плотностью распределения ( )xϕ , средним значением { }M x a=  и мо-

ментами { } , 2,3.k
kM x a k= =

Будем считать, что интенсивность потока страховых выплат ( )tμ  также явля-
ется однородной цепью Маркова  с непрерывным временем и n состояниями ин-
тенсивности ( ) .itμ = μ  Переход из состояния в состояние задается матрицей ин-

финитезимальных характеристик ij⎡ ⎤Β = β⎣ ⎦  ранга 1n − , где 0ijβ ≥  при i j≠  и

1
0

n

ij
j=

β =∑ . (5)

Обозначим через jρ  – финальные вероятности состояний jμ . Величины jρ  явля-
ются решениями системы уравнений

1
0

n

j ji
j=

ρ β =∑ ; (6)

1 2 1.nρ + ρ + + ρ =" (7)

Обозначим через 0μ  среднюю интенсивность потока страховых выплат

0
1

n

i i
i=

μ = ρ μ∑ . (8)

Будем считать, что страховые выплаты являются независимыми случайными ве-
личинами с плотностью распределения ( )xψ , средним значением { }M x b=  и

моментами { } , 2,3k
kM x b k= = .

Наконец, будем считать, что с начала функционирования страховой компании
прошло какое-то время, имеются застрахованные риски, потоки страховых пре-
мий и страховых выплат не зависят друг от друга.

Пусть ( )S t  – средний капитал компании в момент времени t. Как показано
в [ ]1 ,
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a P t dt b P t dt
= =
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+ λ λ = λ − π − μ μ = μ − ρ∑ ∑∫ ∫ (9)

Из выражения (9) следует, что при 1t �  капитал компании в среднем монотонно
возрастает, если

( )0 01 ,a bλ = + θ μ (10)
где 0θ > . При 0θ <  компания разоряется. Параметр θ , как и в классической мо-
дели [ ]4 , – нагрузка страховой премии.

2. Производящие функции условного времени

Пусть ( , ,FΩ F= ( ) 0 , )t tF P≥  – вероятностное пространство, на котором опреде-
лены траектории процесса ( )S t  изменения капитала компании. Пусть в началь-
ный момент времени капитал компании равен s  и значения интенсивностей

( ) itλ = λ и ( ) jtμ = μ . Разобьем все возможные траектории процесса ( )S t , выхо-

дящие из этой точки, на два класса: ( ) ( ){ }, i jS t sω ω∈ Ω  – траектории, приводящие

к разорению, и ( ) ( ){ }, i jS t sω ω∈ Ω  – траектории, приводящие к выживанию.

Пусть ( ),i jt s ω  – время до разорения на траектории, приводящей к разорению.
Обозначим

( ) ( ) ( )
( )

,, ij

i j

ut s
ij

s

s u e P d− ω

Ω

Φ = ω∫ (11)

и пусть ( ) ( )
( )ij

ij
s

G s P d
Ω

= ω∫ (12)

– вероятность разорения на бесконечном интервале при условии, что в начальный
момент времени капитал равен s  и интенсивности потоков равны iλ  и jμ . Тогда

( )
( )
( )
,

, ij
ij

ij

s u
s u

G s
Φ

ϕ = (13)

есть производящая функция моментов условного времени до разорения при усло-
вии, что в начальный момент времени капитал равен s  и интенсивности потоков
равны iλ  и jμ .

Функции ( ),ij s uΦ  должны удовлетворять граничным условиям

( ) ( ) ( ),0 , lim , 0,ij ij ijs
s G s s u

→∞
Φ = Φ = (14)

второе из которых вытекает из того, что при s → ∞  область интегрирования в
(11) ( )ij sΩ → ∅ .

Пусть ( ),i jF t s  – функция распределения условного времени до разорения при
условии, что в начальный момент времени капитал равен s  и интенсивности по-
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токов равны iλ  и jμ .  Если ( ),ijP s t  – вероятность разорения страховой компании
за время t , то

( ) ( ) ( ), ,ij ij ijP s t F s t G s= ,

так как для разорения за время, не превосходящее t , компания должна разориться
и время до разорения должно быть не больше, чем t . Поэтому определение лю-
бой из вероятностей ( ),ijP s t  или ( ),ijF t s  определяет и вторую вероятность.

Для вывода уравнений, которым должны удовлетворять функции ( ),ij s uΦ ,
рассмотрим два соседних момента времени t и t t+ ∆ .Пусть в момент времени t
капитал компании равен s , интенсивность iλ = λ , интенсивность jμ = μ .  За вре-
мя t∆  капитал компании изменится на величину s∆  и

( ) ( ), ,ij pqt s t t s sω = ∆ + + ∆ ω , (15)

где номер p  соответствует значению интенсивности ( )tλ , а номер q  – значению
интенсивности  ( )tμ  в момент времени t t+ ∆ . Усредняя соотношение (15), будем
иметь

( ) ( ){ }, , ,, , .u t
ij s p q p qs u e M s s u− ∆

∆Φ = Φ + ∆ (16)

При принятой модели за время  t∆  могут произойти следующие события:
1. С вероятностью ( )( )( )( ) ( )1 1 1 1i j ii jjt t t t o t− λ ∆ − μ ∆ + α ∆ + β ∆ + ∆  страховые

премии не поступают, страховые выплаты не производятся, интенсивности пото-
ков не меняются.

2. С вероятностью ( ) ( )i t x dx o tλ ∆ ϕ + ∆  поступает страховая премия  размера
x , выплаты не производятся, интенсивности потоков не меняются.

3. С вероятностью ( ) ( )j t x dx o tμ ∆ ψ + ∆  производится страховая выплата раз-
мера x , страховые премии не поступают, интенсивности потоков не меняются.

4. С вероятностью ( )ik t o tα ∆ + ∆  интенсивность потока страховых премий из-
меняется с iλ  на kλ , страховые выплаты не производятся, страховые премии не
поступают.

5. С вероятностью ( )jk t o tβ ∆ + ∆  интенсивность потока страховых выплат из-

меняется с jμ  на kμ , страховые выплаты не производятся, страховые премии не
поступают.

Остальные события имеют вероятность ( )o t∆ .
Используя формулу полной вероятности, получим из (16)
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, (1 )[ 1 ( ) ,
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∞

≠ ≠

Φ = − ∆ − λ + μ ∆ + α + β ∆ Φ +

+ λ ∆ Φ + ϕ + μ ∆ Φ − ψ +

+ μ ∆ ψ + α ∆ Φ + β Φ + ο ∆

∫ ∫

∑ ∑∫
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где учтено, что при 0s < ( ), 0.i jt s u =  Переходя к пределу при 0t∆ → , получим

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 10

, ,

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .

i j i j i i j

s m n

j ij ik kj jk ik j
k k s

u s u s x u x dx

s x u x dx s u s u x dx

∞

∞

= =

λ + μ + Φ = λ Φ + ϕ +

+μ Φ − ψ + α Φ + β Φ + μ ψ

∫

∑ ∑∫ ∫
(17)

3. Производящие функции условного времени
при малой нагрузке страховой премии

Получить точное решение систем уравнений (17) не удается. Поэтому рас-
смотрим далее асимптотический случай, когда нагрузка страховой премии 1θ� .
Решение системы уравнений (17) будем искать в виде

( ) ( ) 2, , , , ,i j ij
us u A u f s⎛ ⎞Φ = θ θ θ⎜ ⎟

⎝ ⎠θ
(18)

где ( ),A u θ  и ( ), ,ijf z u θ  – некоторые пока не определенные функции. В силу

произвольности функции ( ),A u θ  можно считать, что

( )
1 1

0, , 1.
m n

i j ij
i i

f u
= =

π ρ θ =∑ ∑ (19)

Также будем считать, что функции ( ), ,ijf z u θ  по крайней мере дважды диффе-
ренцируемы по z  и равномерно непрерывны по u  и θ , а также, что существует
конечный предел

( )2
0

lim , 0A u
θ→

θ θ ≠ .

Подставляя (18) в уравнения (17) и сделав замены переменных s zθ = , 2
u

= ω
θ

,

получим уравнения относительно функций  ( ), ,i jf z ω θ

2
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1 10

( ) ( , , ) ( , , ) ( )

( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ) ( ),

i j ij i ij

m n

j ij ik kj jk ik
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f z f z x x dx

f z x x dx f z f z R

∞

∞

= =

λ + μ + ωθ ω θ = λ + θ ω θ ϕ +

+μ − θ ω θ ψ + α ω θ + β ω θ + θ

∫

∑ ∑∫ (20)

где ( ) 2( , , ) ( ) ( )
( , )

j
j ij

z z
R f z x x dx x dx

A

∞ ∞

θ θ

μ
θ = μ − θ ω θ ψ + ψ

θ ω θ∫ ∫ . (21)

Оценим поведение ( )R θ  при 1θ� . Имеем

( ) ( ) ( )
3

3
3 3 3 3 0

1 1 1 0
z z z

zx dx x dx x x dx
z z

∞ ∞ ∞

θ→

θ θ θ

ψ = ψ ≤ ψ ⎯⎯⎯→
θ θ∫ ∫ ∫ ,
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так как по условию 3
3{ }M x b=  существует. Так как ( ),ijf z θ  считается диффе-

ренцируемой и, следовательно, ограниченной, то аналогично ведет себя и второе
слагаемое. Поэтому ( ) ( )3R oθ = θ  и в дальнейшем это слагаемое учитываться не

будет.
Обозначим

( ) ( )
0

, lim , ,i j i jf z f z
θ→

ω = ω θ . (22)

Переходя в (20) к пределу при 0θ → , получим, что

1 1
( , ) ( , ) 0

m n

ik kj jk ik
k k

f z f z
= =

α ω + β ω =∑ ∑ .

Как показано в [ ]1 , отсюда можно получить, что

( ) ( ), , ,i jf z f z i jω = ω ∀ , (23)

где ( ),f z ω  – неизвестная пока функция.
Представим теперь функции ( ), ,i jf z ω θ  в виде

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,i j if z f z A z oω θ = ω + ω θ + θ . (24)

Подставляя разложения (24) в уравнения (20), раскладывая ( ) ( ), ijf z x A z x± θ ± θ

в ряд Тейлора и ограничиваясь членами разложения, имеющими порядок θ , по-
лучим, что

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) 0

m n

ik kj jk ik i j
k k

A z A z a b f z
= =

⎡ ⎤ ′θ α ω + β ω + θ λ − μ ω + ο θ =⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ ∑ . (25)

Наконец, с учетом (10)

( ) ( )0 0 0 .i j i ja b a b bλ − μ = λ − λ − μ − μ + μ θ

Переходя в (61) к пределу при 0θ → , будем иметь

( ) ( ) ( )0 0
1 1

, ( , ) [ ( ) ] , .
m n

ik k j jk ik i j
k k

A z A z a b f z
= =

′α ω + β ω = − λ − λ − μ − μ ω∑ ∑ (26)

Представим теперь функции ( ), ,if z v θ в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2, , , , ,i j i j i jf z f z A z B z oω θ = ω + ω θ + ω θ + θ . (27)

Подставляя разложения (27) в уравнения (20), раскладывая ( ) ( ), ijf z x A z x± θ ± θ ,

( )ijB z x± θ  в ряд Тейлора и ограничиваясь членами, имеющими порядок 2θ , по-
лучим, учитывая (26), что при 0θ →

( ) ( ) ( )2 2
0

1 1

0 0

, , ( , )
2

[( ) ( ) ] ( , ) ( , ).

m n
i j

ik kj jk ik
k k

i j ij

a b
B z B z f z bf z

a b A z f z
= =

λ + μ
′′ ′α ω + β ω + + μ ω +

′+ λ − λ − μ − μ ω = ω ω

∑ ∑
(28)
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Умножая соотношения (28) на iπ  и jρ , суммируя и учитывая (2),(6) , получим

( ) ( )0 2 0 2
0 0

1 1

0
1 1

, , ( , ) ( ) ( , )
2

( ) ( , ) 0.

m n

i i j ij
i j

n m

j j i ij
j i

a b
f z bf z f z a A z

b A z

= =

= =

λ + μ
′′ ′ ′ω + μ ω − ω ω + π λ − λ ρ ω −

′− ρ μ − μ π ω =

∑ ∑

∑ ∑ (29)

Обозначим

( ) ( )
1

, , , 1, .
n

i j ij
j

V z A z i m
=

ω = ρ ω =∑

( ) ( )
1

, , , 1, .
m

j i ij
i

U z A z j n
=

ω = π ω =∑
Из соотношений (26), учитывая (2), (4) и (6), (8), умножая уравнения системы

на iπ  и jρ  соответственно и суммируя, получим, что функции ( ),jU z ω  и

( ),iV z ω  удовлетворяют системам уравнений

( ) ( ) ( )0
1

, ,
n

jk k j
k

U z bf z
=

′β ω = μ − μ ω∑ (30)

и ( ) ( ) ( )0
1

, ,
m

ik k i
k

V z af z
=

′α ω = − λ − λ ω∑ . (31)

Рассмотрим систему уравнений (30). Ранг матрицы jk⎡ ⎤β⎣ ⎦  равен 1n − . Пере-
пишем систему (30) в виде

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
1

, , ,
n

jk k jn n j
k

U z U z bf z
−

=

′β ω = − β ω + μ − μ ω∑ .

Откуда ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
1

, , , ,
n

k n kj j
k

U z U z Q bf z
−

=

′ω = ω + μ − μ ω∑ (32)

где

1
11 1, 1

1,1 1, 1

n

ij

n n n

Q Q

−
−

− − −

β β⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
β β⎢ ⎥⎣ ⎦

"
" " "

"
. (33)

Аналогично, ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
1

, , , ,
m

k m kj j
j

V z V z R af z
−

=

′ω = ω − λ − λ ω∑ (34)

где

1
11 1, 1

1,1 1, 1

m

ij

m m m

R R

−
−

− − −

α α⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
α α⎢ ⎥⎣ ⎦

"
" " "

"
. (35)

Подставляя соотношения (32) и (34) в (29), получим уравнение на функцию
( ),f z ω

( ) ( )1 2, , ( , ) 0,A f z A f z f z′′ ′ω + ω − ω ω = (36)
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где

( ) ( )

( ) ( )

1 1
20 2 0 2

1 0 0
1 1

1 1
2

0 0
1 1

2

,

m m

k k kj j
k j

n n

k k kj j
k j

a b
A a R

b Q

− −

= =
− −

= =

λ + μ
= − π λ − λ λ − λ −

− ρ μ − μ μ − μ

∑ ∑

∑ ∑ (37)

2 0A b= μ .

Откуда ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2, x z x zf z U e U eω ωω = ω + ω ,

где ( ) ( )
2 2

2 2 1 2 2 1
1 2

1 1

4 4
,

2 2
A A A A A A

x x
A A

− − + ω − + + ω
ω = ω = (38)

– корни характеристического уравнения дифференциального уравнения  (36).
В работе [ ]1  было доказано, что постоянная  1 0A > . Поэтому ( )2 0U ω = . На-

конец, из условия  (19) получаем, что ( )1 1U ω = . Таким образом,

( )

2
2 2 1

1

4
2,

A A A z
Af z e

+ + ω
−

ω = (39)

и ( ) ( ) ( )
1 2, ,

ux s

i j s u A u e O
⎛ ⎞θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θΦ = θ + θ . (40)

При выводе соотношения (40) неявно предполагалось, что в уравнениях (20)
0s ≠ . Для определения функции ( ),A u θ  рассмотрим теперь уравнения (20) при
0s = . Умножая уравнения системы (20) на iπ и

j
ρ  и складывая уравнения, при

0s =  будем иметь

1 2
0 0 0 0

0

( ) ( , ) ( , ) ( )
ux x

u A u A u e x dx
⎛ ⎞∞ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θλ + μ + θ = λ θ ϕ + μ∫ . (41)

Откуда ( )
1 2

0

0 0 0
0

,

( ) ( )
ux x

A u

u e x dx
⎛ ⎞∞ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θ

μ
θ =

λ + μ + − λ ϕ∫
. (42)

Таким образом, окончательно получаем, что

( ) ( )
1 2

1 2

0

0 0 0
0

,

( ) ( )

ux s

i j ux x

e
s u O

u e x dx

⎛ ⎞θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θ

⎛ ⎞∞ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θ

μ
Φ = + θ

λ + μ + − λ ϕ∫
. (43)

Из соотношений (43) и (14) можно получить теперь ранее вычисленное [ ]1  вы-
ражение для вероятностей разорения на бесконечном интервале при 1θ�
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( )

2

1

2

1

0

0 0 0
0

( )

A
s

A

i j A x
A

e
G s

e x dx

− θ

∞ − θ

μ
=

λ + μ − λ ϕ∫
. (44)

Моменты условного времени до разорения определяются соотношениями

( )
( )

0
( 1) ,

.
( )

k k
i jk

i j uk
ij

s u
t s

G s u =

− ∂ Φ
=

∂
(45)

Вычисляя производные, получим, что при 1θ� среднее значение условного
времени

( ) ( )1 0

2 0

1 1i j
a

t s s O
A

λ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟θ μ⎝ ⎠

. (46)

Дисперсия условного времени

( ) 01
3 3 2

02

2 1
i j

aA
D s s O

A
λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟μ ⎝ ⎠θ θ⎝ ⎠

. (47)

4. Плотность распределения условного времени
при неограниченно возрастающем начальном капитале

Будем теперь считать, что при 0θ → начальный капитал компании s → ∞ .

Более точно, будем считать, что ( )
0

lim s
θ→
θ θ = ∞ , но ( )

3
2

0
lim 0s

θ→
θ θ = .Обозначим

1
3 3

2 2

21 ,
A

m
A A

= σ =
θ θ

и введем величину t msz
s

−
=

σ
.

Производящая функция величины z

( ), , ,, ,
mus

s
i j z i j

uu s e s
s

σ ⎛ ⎞ϕ = ϕ ⎜ ⎟
⎝ ⎠σ

,

или

( )

2
1

0
2

1 2
1

1 2

( )

0 0 0 .
0

, ,

0 0 0
0

, .

( )

A
x

Ae x dx

A u ms x s su
A s

i j z ux x
s

e
u z e

u e x dx
s

− θ∞
∞ ϕ ⋅

⎛ ⎞θ + θ +⎜ ⎟ σ⎝ ⎠θ σ
⎛ ⎞∞ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠θ σ

∫
λ + μ − λ

ϕ =

λ + μ + − λ ϕ
σ

∫

∫
(48)

Обозначим 2

12
A
A

γ = . Тогда

2 2
1 12 21

2
.

A m u us su x s s u s x s
A s se e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ + + θ γ θ +γ θ + θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ ⎝ ⎠θ σ ⎝ ⎠θ σ= (49)
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Далее,

2 22
1 2

1
2 3

2
2 3

21
2

1 1 1[2
2 2

Au ux
As s

u u u
ss s s s s

⎛ ⎞ = − = −γ − γ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠θ σ γ θ

⎛ ⎞= −γ + − + + ο⎜ ⎟
⎝ ⎠γ θ γγ θ θ θ θ θ

.

Поэтому 

3
22

1 2
1 1

2 2 2 .
uu us u s x s

s sse e
⎛ ⎞⎛ ⎞ − +ογ θ +γ θ + θ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠γ θ θ⎝ ⎠θ σ =

Наконец, при 0θ → и s → ∞  отношение

2

1 2

2
0 0 0

0

( )

0 0 0
0

( )
1

( )

x

u x
s

e x dx

u e x dx
s

∞
− γ θ

∞ χ θ
θ σ

λ + μ − λ ϕ

→

λ + μ + − λ ϕ
σ

∫

∫
.

Положив u j= ω , получим, при 0θ → и s → ∞

( )
2

2
0

lim ,z j s e
ω

−

θ→
ϕ ω = ,

т.е. распределение условного среднего времени до разорения при условии, что ра-
зорение происходит, сходится к нормальному распределению.

Заключение

В работе найдена производящая функция условного времени до разорения
страховой компании при дважды стохастических потоках страховых премий и
страховых выплат и дополнительном предположении о малости нагрузки страхо-
вой премии. Предложенная методика  может быть использована для анализа дру-
гих моделей страхования при условии, что нагрузка страховой премии считается
малой.
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Livshits Klimentiy I., Bublic Yana S.(Tomsk State University. Anjero-Sudjensk branch of the Ke-
merovo State University). Distribution of the conditional time to ruin of an insurance com-
pany under double stochastic insurance premium and insurance payment flows.

Keywords: conditional time to ruin, probability of the ruin over a finite interval, double stochastic
flow, relative security loading.

The generating function for the moments of the conditional time to ruin of an  insurance com-
pany provided that ruin has happened is evaluated for the situation when the intensities of the in-
surance premiums and the insurance payments flows are the homogeneous Markov chains with
the continuous time and the relative security loading θ  is small.

Let s be the initial capital of an insurance company. It is shown that the conditional time  to

ruin  has the asymptotical normal distribution if ( )sθ θ → ∞ , but ( )
3
2 0sθ θ → as 0.θ →


