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Рассматриваются ядерные оценки условного среднего и функции чувстви-
тельности нелинейных ARX-процессов. Находятся главные части средне-
квадратических ошибок оценок базовых функционалов и их производных.
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Рассматривается скалярная последовательность ... 1,0,1,...( ) ,t tY = −  
генерируемая

нелинейным ARX(m,p,d)-процессом:
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, ( ,..., ,..., ,..., )

r k

p p
t s t j t j t j t jX X X X X− − − −=  – экзогенные пере-

менные, max( ,..., )d r k= , 11 ... mi i n≤ < < << , 1 10 ... ,...,0 ...r kj j n j j n≤ < < << ≤ < < <<  –
известные подпоследовательности натурального ряда чисел, s = r+…+k, ξt  – по-
следовательность независимых одинаково распределенных (с положительной на

1R плотностью распределения) случайных величин с нулевым математическим
ожиданием, единичной дисперсией, нулевым третьим и конечным четвёртым мо-
ментами, , ,( , )t m t sY XΨ  – неизвестная непериодическая ограниченная функция.

В данной работе предполагается, что выполняются условия, при которых про-
цесс ... 1,0,1,...( )t tY = −  удовлетворяет условию сильного перемешивания (с.п.) с коэф-

фициентом с.п. [1,2]
( ) , 0,e−δτα τ ≈ δ > τ → ∞ . (2)

Модели типа (1) находят широкое применение при анализе экономических
систем и финансовых временных рядов.

1. Постановка задачи

Пусть 1 2, ,... nY Y Y  – наблюдения, порожденные процессом (1), max( , )L m d= .
В качестве модели структуры Ψ  в (1) возьмем условное математическое
ожидание

, ,( , ) ( | , ) ( | , )t t m t s tR y x E Y Y y X x E Y y x= = = = , ( , ) m sy x R +∈ .

Пусть ( , ) ( , , )a y x qf q y x dq= ∫  – базовый функционал, где f (q,y,x) – неизвест-

ная плотность распределения случайного вектора , ,( , , )t t m t sY Y X в стационарном

режиме.
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В связи с тем, что ( , , ) ( , )f q y x dq p y x=∫ , где p(y,x) – плотность распределения

вектора , ,( , )t m t sY X , условное математическое ожидание можно представить

в виде
( , )( , ) ( | , )
( , ) t t t

a y xb y x Y f Y y x dY
p y x

= = ∫ , (3)

В качестве непараметрической оценки функционала ( , )a y x  в точке (y, x)
возьмём статистику

, ,

1
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1 1 1
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где 1 2( , ,... ),y
mh h h h= 1 2( , ,... )x x x x

ph h h h= , 1 11 1 1( ,... ) ,..., ( ,..., )= =x x
r p p pkh h h h h h  –

соответствующие параметры размытости, положительные числа, а mK  и sK  –
m-мерное и s-мерное ядра.

Таким образом, ядерная оценка подстановки условного функционала b(y,x) в
точке (y,x), а следовательно, и функции Ψ в (1) задаются отношением вида
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На практике часто необходимо исследовать влияние каждого из факторов мо-
дели на выходную переменную. Для этого можно использовать функции чувстви-
тельности [3]. Введем обозначения (y,x) = z,

1 1 1 1, , 1,( , ) ( , ,..., , , ,..., )
m m s st t m t s t i t i t i t j t j t jZ Y X Y Y Y X X X

− −− − − − − −= = ; (6)

1 2 11 1 1 1 2 11 1 1( , ,... , ,... ,..., ,... ) ( , ,.. , ,... ,..., ,... )m r p pk m r p pkh h h h h h h h h h h h h h h= = � � � � � � � . (7)

Функция чувствительности по j-му входу имеет вид
( ) ( )( )

( )j
j j

b z a zT z
z z p z

∂ ∂
= =

∂ ∂
, (8)

и, следовательно, нам необходимо оценить частные производные
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Оценки функции чувствительности и условного функционала принимают вид
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2. Асимптотические свойства оценок функционалов и их производных

Пусть

( ) ( , )i
ia z y f y z dy+ = ∫ , 21(1 ), 1(1 )( , ) ( , , , )t p

tk R
a z s q f z q s d dq+

+τ +τ= υ υ υ∫ , (12)

где 1(1 )f +τ – 2(m+s+1)-мерная плотность распределения выборочных величин

1 1( , )Z Z +τ , 1τ ≥ . Тот факт, что ( )jZ  удовлетворяет условию с.п. с коэффициентом

с.п. ( )α τ , обозначим через ( ) ( )jZ S∈ α .
Определение 1. Функция K(u) принадлежит классу одномерных нормирован-

ных ядер ( )rA , r = 0,1, если ( ) ( )rK u du < ∞∫ , ( ) 1K u du =∫ . Функция ( )( ) rK Aν⋅ ∈ ,

если ( )( ) rK A⋅ ∈ , и K(u) удовлетворяет условиям ( ) ,u K u duν < ∞∫
( ) 0,j

jT u K u du= =∫  1,..., 1, 0,j Tν= ν − ≠  K(u) = K(−u).

Определение 2. Функция 1( ) : m sH R R+⋅ → принадлежит классу , ( )m sN zν +

( ,( ) ( )m sH N zν +⋅ ∈ ), если она и все ее частные производные (до ν -го порядка
включительно) непрерывны в точке z. Функция ,( ) ( )m sH N Rν +⋅ ∈ , если указанные

свойства ( )H ⋅ выполняются для всех m sz R +∈ .
В дальнейшем для всех факторов будем использовать один и тот же параметр

размытости nh , а в качестве многомерных ядер возьмем произведение одномер-
ных ядер соответствующей размерности.

Лемма 1 (асимптотическая несмещённость ( )na z ). Если функция a(z) непре-

рывна в точке z, sup ( ) sup ( , )
x x

a z y f y z dy+ = < ∞∫ , ( ) ∈K u A , последовательность

чисел ( ) 0↓nh , то
lim ( ) 0nn

Ea z
→∞

= .

Лемма 2 (асимптотическая несмещённость ( ) ( )j
na z ). Если функция ( ) ( )j

na z

абсолютно непрерывна по , 1,jz j m s= + , на 1R , sup ( ) sup ( , )
x x

a z y f y z dy+ = < ∞∫ ,

( )sup ( )j

x
a z < ∞ , ( )( ) , 0,1∈ =rK u A r , lim ( ) 0

u
K u

→∞
= , последовательность чисел
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( ) 0↓nh , то
( )lim ( ) 0j

nn
Ea z

→∞
= .

Лемма 3 (ковариация оценок ( ) ( )rj
tna z и ( ) ( )qj

kna z ). Пусть θ  принимает значения
t и k, γ  принимает значения r и q и выполняются следующие условия:

1) процесс ... 1,0,1,...( )t tZ = −  
удовлетворяет условию с.п. с коэффициентом с.п.

( )α τ , [ ]
0

( ) d
∞

λα τ τ < ∞∫  для некоторого λ ;

2) 2 0
1

( ) ( )a z N z+
θ

−λ

∈ , 0( ) ( )a N Rθ ⋅ ∈ , 0( ) ( )t ka N R+ ⋅ ∈ ;

3) 2
1
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1
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∈
< ∞ , 

1
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∈
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5) для монотонно невозрастающей последовательности ( )nh  имеет место
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h
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r q
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Если при этом
6) λ < 1/2;
7) ( ),

,
sup ( , )i i tk
z s

a z s C+
+τ < , 2 0

1

( ) ( )a x+
θ

−λ

⋅ ∈ Ν , 2
1

( )a z+
θ

−λ

< ∞ , то при n → ∞

( ) 1( )( ) ( ) ( ) 2( ) 1cov( ( ), ( )) ( ) ( ) ( )
m st pqjrj r q

tn kn m s r q m s r q
n n
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a z a z K u K u du K u du o

nh nh

+ −+
+ + + + + +
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− = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ .

При t = k имеем частный случай:

( ) 1( ) ( ) 2 2
22

( )
( ) ( ) ( ( )) ( )

m st prj r
tn tm s r

n

a z
Da z a z K u du K u du

nh
+ −+

+ +
≈ ∫ ∫ . (15)

Теорема 1 (СКО оптимальных оценок функционалов ( ) ( )rj
tna z , r = 0,1). Если

выполнены условия леммы 1, леммы 2, условия 1) – 4) и 6), 7) леммы 3 при γ = r,
θ = t = p и дополнительно ( ) ( ) 0r

t zνω ≠ , то при n → ∞
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m s r
m rrj
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n L m s r

O n (17)

Доказательства лемм и теоремы данного раздела используют ряд моментов
книги [4] и ввиду громоздкости не приводятся. Асимптотические свойства ядер-
ных оценок условного среднего и функции чувствительности нелинейных ARX-
процессов будут изучены в следующей статье.

3. Моделирование

Для исследования зависимости индекса промышленного производства РФ (Y)
от инвестиций в основной капитал ( 1X ), курса доллара ( 2X ) и экспорта ( 3X )
воспользуемся (1) с p = 3, m = 1, r = 1:

1 1 2 3
1 1( , , , , )n n n n n n nY Y X X X X− −= Ψ + ξ . (18)

Моделирование проводилось по реальным данным за период с сентября 1994
по март 2004 г., доступным на официальном сайте Госкомстата РФ www.gks.ru.

В соответствии с (5) имеем следующую оценку для nY :

5 5
2 2

n n
i i

n i
i i

z Z z Z
Y Y K K

h h= =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ,

где 1 1 2 3
1 1( , , , , )n n n n n nZ Y X X X X− −= , 1 2 5( , ,... )h h h h= , ( )

2

21
2

u

K u e
−

=
π

. Параметр

размытости для каждой переменной вычисляется отдельно по формуле
1/9 , 1,5i o ih C n i−= σ = ,

1 1

1 5 50 2 2
arg min

n n
i i

o n iC i i

z Z z Z
С Y Y K K

h h

− −

−< <∞ = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ , (19)

где 2
iσ  – выборочная дисперсия i-го фактора.

При решении задачи идентификации получили, что параметр размытости
1/ 91,1 , 1,5−= σ =i ih n i .
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Непараметрический алгоритм идентификации сравнивался с параметрическим
МНК-алгоритмом с помощью относительной и среднегодовой ошибок:

1

2

1
1

n ii
n

ii

Y Y
A

n Y

−

=

−
=

− ∑ ,  
12

1

1( ) , 1994,..., 2004.
12 =

−
= =∑ ii

ii

Y Y
A t t

Y

где iY  – истинные значения, а iY  – их оценки.

Рис. 1. Среднегодовая ошибка идентификации ( )A t

Ошибку 1998 года можно объяснить дефолтом экономики РФ, который про-
изошёл в августе 1998 г. При решении задачи прогнозирования ИПП РФ на 1 ме-
сяц воспользуемся модификацией (1) вида

1 1, 1 1, 2, 3,( , , , , )n n n n n n nY Y X X X X+ −= Ψ + ξ ,

Как и при решении задачи идентификации, использовались гауссовские ядра.
В этом случае параметр размытости равен

1/ 90,9 , 1,5−= σ =i ih n i .

Относительные ошибки прогнозирования и идентификации

Вид задачи Параметрический подход Непараметрический подход
Идентификация 0,0414 0,0448
Прогнозирование 0,045 0,05

Заключение

Работоспособность предложенных алгоритмов проверена на эксперименталь-
ных данных. Показано, что непараметрические алгоритмы идентификации и про-
гноза практически не проигрывают алгоритмам оценивания по МНК. При этом
непараметрический подход обладает адаптивными свойствами и позволяет иден-
тифицировать сложные нелинейные структуры.
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