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Рассматривается задача управления с прогнозирующей моделью по крите-
рию «mean-variance» для дискретных систем с мультипликативными шума-
ми и скачкообразно меняющимися параметрами. Параметры уравнений ме-
няются в соответствии с эволюцией однородной марковской цепи с конеч-
ным пространством состояний и известной матрицей переходных вероятно-
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Моделями с марковскими скачкообразными параметрами описывается широ-
кий класс реальных систем [1]. В этих моделях предполагается, что смена струк-
туры системы осуществляется в соответствии с эволюцией наблюдаемой или
скрытой марковской цепи с конечным пространством состояний.

Решению различных задач управления и оценивания для таких систем посвя-
щено значительное количество работ [2−12].

В работах нобелевского лауреата по экономике Г. Марковица [13] при решении
однопериодной (статической) задачи оптимизации инвестиционного портфеля (ИП)
был предложен критерий «mean-variance» («среднее – вариация»). Этот критерий
представляет собой соотношение (trade-off) между вариацией и математическим
ожиданием выхода системы. В динамической постановке задача управления по
критерию «mean – variance» в непрерывном и дискретном времени на примере оп-
тимизации ИП рассматривалась в [14−16]. С учетом марковских скачков парамет-
ров уравнений данная задача решена в работах [11, 12]. В этих работах задача ми-
нимизации критерия решается в конечной точке горизонта управления. При этом не
контролируются значения вариации и математического ожидания выхода системы в
промежуточных точках траектории. В работах [6, 7] сформулирована и решена за-
дача управления системами с марковскими скачками и мультипликативными шу-
мами на конечном горизонте с учетом значений дисперсии и математического ожи-
дания выхода вдоль всей траектории управления. В упомянутых выше работах [6, 7,
11, 12, 14−16] не учитываются ограничения на переменные управления. Однако во
многих практических задачах, в том числе при оптимизации ИП, необходимо учи-
тывать жесткие ограничения на управляющие воздействия.

Эффективным подходом к синтезу систем управления с ограничениями, полу-
чившим широкое признание и применение в практике управления сложными тех-
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нологическими процессами, является метод управления с прогнозирующей моде-
лью (управление со скользящим горизонтом) [17]. Применению данного метода к
управлению дискретными системами с марковскими скачками посвящены работы
[3, 5]. В [5] предлагается метод синтеза стратегий управления при «мягких» вероят-
ностных ограничениях. В работе [3] рассматривается задача управления по квадра-
тичному критерию при «жестких» ограничениях на управляющие переменные.

В настоящей работе рассматривается задача синтеза стратегий управления с
прогнозированием для систем с марковскими скачками и мультипликативными
шумами по критерию «mean-variance». Получены уравнения синтеза оптимальных
стратегий управления с учетом «жестких» ограничений на управляющие пере-
менные.

1. Постановка задачи

Пусть объект управления описывается уравнением
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где x(k) – nx-мерный вектор состояния, u(k) – nu-мерный вектор управления, wj(k),
j = 1,2,...,n, – независимые между собой дискретные белые шумы с нулевым сред-
ним и единичной дисперсией, α(k), k = 0,1,2…, – однородная дискретная марков-
ская цепь с конечным множеством состояний {1,2,…,ν}, известной матрицей пе-
реходных вероятностей
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и известным начальным распределением
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Предполагается, что состояние марковской цепи α(k) в момент времени k дос-
тупно наблюдению. Последовательности wj(k) и α(k) независимы. A, Bj[α(k),k],
j = 0,…,n, – матрицы соответствующих размерностей.

Пусть скалярный выход системы (1)
( ) ( ) ( ),y k L k x k= (2)

где L(k) – вектор-строка соответствующей размерности.
На управляющие воздействия накладываются ограничения

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k≤ ≤ (3)
где S(k) – матрица соответствующей размерности.

Для управления системой (1) при ограничениях (3) синтезируем стратегии с
прогнозирующей моделью по следующему правилу. На каждом шаге k миними-
зируем «mean-variance»-критерий со скользящим горизонтом управления:

{ }( ){ }2
1

1
( / ) ρ ( , ) ( ) ( ) / ( ),α( ) / ( ),α( )

m

i
J k m k k i M y k i M y k i x k k x k k

=
+ = + − + −∑

{ }
{ }

2ρ ( , ) ( ) / ( ),α( )
( 1/ ) ( , 1) ( 1/ ) / ( ),α( ) ,T

k i M y k i x k k
M u k i k R k i u k i k x k k

− + +

+ + − − + − (4)



Управление с прогнозирующей моделью системами с марковскими скачками 7

на траекториях системы (1) по последовательности прогнозирующих управлений
u(k/k),…,u(k+m−1/k), зависящих от состояния системы в момент времени k, при
ограничениях (3), ρ1(k,i) ≥ 0, ρ2(k,i) ≥ 0 – весовые коэффициенты, R(k,i) > 0 – весо-
вая матрица соответствующей размерности, m – горизонт прогноза, k – текущий
момент времени. В качестве управления в момент времени k берем u(k) = u(k/k).
Чтобы получить управление u(k+1) на следующем шаге, процедура повторяется
для следующего момента k+1 и т.д.

Весовые коэффициенты ρ1(k,i)≥0, ρ2(k,i)≥0 можно рассматривать как коэффи-
циенты склонности к риску, задающие соотношение между ожидаемым выходом
системы и соответствующим риском (вариацией) в момент времени k.

Замечание 1. В критерии (4) присутствуют слагаемые, содержащие квадра-
тичные формы от управлений. В общем случае наличие этих слагаемых гаранти-
рует существование решения задачи управления.

2. Синтез стратегий управления с прогнозированием

Цепь Маркова с дискретным временем допускает следующее представление в
пространстве состояний [9]:

θ( 1) θ( ) υ( 1),k P k k+ = + + (5)
где θ(k) = [δ(α(k),1),…,δ(α(k),ν)]T, δ(α(k),j) – функция Кронекера, j = 1,2,…,ν; υ(k) –
мартингал разность с характеристиками

{ }υ( 1) /θ( ) 0M k k+ = ; (6)

( 1) { ( 1) ( 1) / ( )} diag{ ( )} diag{ ( )} .T TC k M k k k P k P k P+ = υ + υ + θ = θ − θ (7)
С учетом (5) систему (1) можно представить в следующем виде:
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Здесь θi(k), i = 1,2, …,ν, – компоненты вектора θ(k), {Bj
(i)}, j = 0,…,n, i = 1,…,ν, –

множество значений матрицы Bj[θ(k),k].
Критерий (4) будет иметь вид
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Теорема. Вектор прогнозирующих управлений U(k) = [uT(k/k),…,uT(k+m-1/k)]T,
минимизирующий критерий (4) при ограничениях вида (3), на каждом шаге k оп-
ределяется из решения задачи квадратичного программирования с критерием вида

( / ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TY k m k U k H k U k F k U k+ = − (11)
при ограничениях

min max( ) ( ) ( ) ( ),U k S k U k U k≤ ≤ (12)
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где ( ) diag( ( ),..., ( 1)),S k S k S k m= + −
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H(k), F(k) – блочные матрицы вида
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Оптимальное управление
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u u un n nu k I U k⎡ ⎤= ⎣ ⎦" (23)

где 
unI – единичная матрица размерности nu, 0

un – квадратная нулевая матрица
размерности nu.

Замечание 2. Заметим, что условие R(k,i)>0 гарантирует, что матрица H(k) бу-
дет положительно определенная и, следовательно, решение задачи квадратичного
программирования с критерием (4) существует и единственное.
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Доказательство. Введем обозначение
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Подставив в (26) вместо y(k+1) его выражение через x(k) из (2) и (8), вместо
θ(k+1) его выражение через θ(k) из (5) и взяв условное математическое ожидание,
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где C(k+1) = M{υ(k+1)υT(k+1)/θ(k)}.
Предположим далее, что для некоторого q верно

( )
ν ν

( )
0

1 1 1 1

( )
1 0

( 1/ ) ( ) [ ( )( ) ]

( ) ( )ρ ( , ) ( ) ( ) ( 1/ )

Tq i
rT l i l i T T

k q g r
i r g l
q

gt i T T t i

t i

J u k i k B k i E P C k l P E

A L k t k t L k t A B k i u k i k

− −
+

= = = =

− −

=

= + − + + ×

× + + + + − +

∑ ∑∑ ∑

∑

( )
ν ν

( )

1 1 1 1
( 1/ ){ ( ) [ θ( )θ ( )( )

Tq n
T r i T i T

s g
i s r g

u k i k B k i E P k k P
= = = =

+ + − + +∑ ∑∑∑

1
( )( ) ]

i
i l i l T T

r
l

P C k l P E− −

=
+ + ×∑ (27)



10 В.В. Домбровский, Т.Ю. Объедко

( )
1( ) ( )ρ ( , ) ( ) ( ) ( , )} ( 1/ )

q
t i T T t i g

s
t i

A L k t k t L k t A B k i R k i u k i k− −

=
× + + + + + − +∑

( )
1 ν ν

( )
0

1 1 1 1 1
2 ( 1/ ) ( ) [ ( )( ) ]

q q iTrT j l i l T T
g r

i j i r g l
u k i k B k i E P C k l P E

−
− −

= = + = = =

⎧⎪+ + − + + ×⎨
⎪⎩

∑ ∑ ∑∑ ∑

( )
1 0( ) ( ) ( )ρ ( , ) ( ) ( ) ( 1/ )

q
gj i T t j T T t j

t j
A A L k t k t L k t A B k j u k j k− − −

=

⎫⎪× + + + + − −⎬
⎪⎭

∑
ν

( )1
2 2 0

1 1 1
ρ ( , ) ( ) ( ) ρ ( , ) ( ) θ( ) ( ) ( 1/ ),

q q q
rt t i i

r
t i t i r

k t L k t A Ax k k t L k t A E P k B k i u k i k− −

= = = =

⎡ ⎤
− + − + + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑∑ ∑

где C(k+l) = M{υ(k+l)υT(k+l)/θ(k)}.
Покажем, что данная формула верна и для q+1. Действительно, из (24) следует,
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( )

1
( )

1

1 ν ν
( )
0

1 1 1 1 1

( ) ( )ρ ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( 1/ )

2 ( 1/ ) ( ) [ ( )( ) ]

q
t i T T t i g

s
t i
q q iTrT j l i l T T

g r
i j i r g l

A L k t k t L k t A B k i R k i u k i k

u k i k B k i E P C k l P E

+
− −

=
+

− −

= = + = = =

⎫
× + + + + + − +⎬

⎭
⎧⎪+ + − + + ×⎨
⎪⎩

∑

∑ ∑ ∑∑ ∑

 
1

( )
1 0( ) ( ) ( )ρ ( , ) ( ) ( ) ( 1/ )

q
gj i T t j T T t j

t j
A A L k t k t L k t A B k j u k j k

+
− − −

=

⎫⎪× + + + + − −⎬
⎪⎭

∑ (29)

1 1 1 ν
( )1

2 2 0
1 1 1
ρ ( , ) ( ) ( ) ρ ( , ) ( ) θ( ) ( ) ( 1/ ).

q q q
rt t i i

r
t i t i r

k t L k t A Ax k k t L k t A E P k B k i u k i k
+ + +

− −

= = = =

⎡ ⎤
− + − + + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑∑ ∑
Формула (29) совпадает с (27), если в (27) q заменить на q+1, а значит, соглас-

но принципу математической индукции, формула (27) верна для всех q = 1,2,…,m.
Вводя рекуррентные соотношения (19) – (21), из (25) и (27) следует, что

( )
ν ν

( )
0

1 1 1

( )
1 0

1

( / ) ( 1/ ) ( )

[ ( )( ) ] ( ) ( ) ( 1/ )

m TrT

i r g
i

gi l i l T T
g r

l

J k m k u k i k B k i

E P C k l P E Q m i B k i u k i k

= = =

− −

=

+ = + − + ×

× + − + + − +

∑ ∑∑

∑
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( )
ν ν

( )

1 1 1 1
( 1/ ) ( ) [ θ( )θ ( )( )

m n TT r i T i T
s g

i s r g
u k i k B k i E P k k P

= = = =

⎧⎪+ + − + +⎨
⎪⎩

∑ ∑∑∑

( )

( )
1

1
1 ν ν

( )
0

1 1 1 1 1

( )
1 20

( )( ) ] ( ) ( ) ( , ) ( 1/ )

2 ( 1/ ) ( ) [ ( )( ) ]

( ) ( ) ( ) ( 1/ ) ( 1) ( )

i
i l i l T T g

r s
l

m m iTrT j l i l T T
g r

i j i r g l

gj i T

P C k l P E Q m i B k i R k i u k i k

u k i k B k i E P C k l P E

A Q m j B k j u k j k Q m Ax k

− −

=
−

− −

= = + = = =

−

⎫
+ + − + + + − +⎬

⎭
⎧⎪+ + − + + ×⎨
⎪⎩

⎫× − + + − − − −⎬
⎭

∑

∑ ∑ ∑∑ ∑

ν
( )

2 0
1 1

( ) θ( ) ( ) ( 1/ ).
m

ri
r

i r
Q m i E P k B k i u k i k

= =
− − + + −∑ ∑ (30)

Из определения θ(k) следует, что
( ) ( ) diag{ ( )}.Tk t k t k tθ + θ + = θ + (31)

Для вычисления матрицы C(k+t) = M{υ(k+t)υT(k+t)/θ(k)}, используя уравнения
(6), (7) и (31), нетрудно показать, что

{ }
{ } { }1

( ) ( ) ( ) / ( )

diag ( ) diag ( ) , ( 1, ).

T

t t T

C k t M k t k t k

P k P P k P t m−

+ = υ + υ + θ =

= θ − θ = (32)

Рассмотрим подробнее выражения, входящие в критерий (30). Используя (31),
(32), получим

1
( ) ( )( ) ( )( ) diag{ ( )}

i
i T i T i l i l T i

l
P k k P P C k l P P k− −

=
θ θ + + = θ∑ ; (33)

1
( )( ) diag{ ( )} diag{ ( )}( )

i
i l i l T i i i T

l
P C k l P P k P k P− −

=

⎡ ⎤+ = θ − θ⎣ ⎦∑ ; (34)

1
( )( ) diag{ ( )} diag{ ( )}( ) .

i
j l i l T j i i j i T

l
P C k l P P P k P k P− − −

=

⎡ ⎤+ = θ − θ⎣ ⎦∑ (35)

С учетом (33) – (35) выражение (30) примет вид

( )

( )

( )
0

1 1 1
( )

1 0

( ) ( )
1

1 1 1

( / ) ( 1/ ) ( )

[diag{ ( )} diag{ ( )}( ) ] ( ) ( ) ( 1/ )

( 1/ ) ( ) diag{ ( ) ( ) ( )

Tm
rT

i r g
gi i i T T

g r
m n TT r i T r

s r r s
i s r

J k m k u k i k B k i

E P k P k P E Q m i B k i u k i k

u k i k B k i E P k E Q m i B k i

ν ν

= = =

ν

= = =

+ = + − + ×

× θ − θ − + + − +

⎧ ⎫
+ + − + θ − + +⎨ ⎬

⎩ ⎭

∑ ∑∑

∑ ∑∑

( )
1

( )
0

1 1 1 1

( )
1 0

( )
2 2 0

1 1

( , )} ( 1/ ) 2 ( 1/ ) ( )

[ diag{ ( )} diag{ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( )}

( 1/ ) ( 1) ( ) ( ) ( ) (

m m TrT

i j i r g

gj i i j i T T j i T
g r

m
ri

r
i r

R k i u k i k u k i k B k i

E P P k P k P E A Q m j B k j

u k j k Q m Ax k Q m i E P k B k

− ν ν

= = + = =

− −

ν

= =

⎧⎪+ + − + + − + ×⎨
⎪⎩

⎫× θ − θ − + ×⎬
⎭

× + − − − − − θ +

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑ ) ( 1/ ).i u k i k+ − (36)
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Выражение (36) можно записать в матричном виде:

2( / ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ),TJ k m k U k H k U k Q m Ax k F k U k+ = − − − (37)
где матрицы H(k), F(k) имеют вид (13) – (18). Таким образом, имеем задачу мини-
мизации критерия (37) при ограничениях (3), которая эквивалентна задаче квадра-
тичного программирования с критерием (11) при ограничениях (12). Теорема до-
казана.

Заключение

В данной работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управ-
ления по критерию «mean-variance» для дискретных систем с мультипликативны-
ми шумами и скачкообразно меняющимися параметрами. Данный подход позво-
ляет в явном виде учесть ограничения на управления. Алгоритм синтеза прогно-
зирующей стратегии включает решение последовательности задач квадратичного
программирования. Синтезированы стратегии управления с учетом явных огра-
ничений на управляющие воздействия.
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We consider the following Markov jump linear system with multiplicative noise

0
1

( 1) ( ) [α( 1), 1] [α( 1), 1]w ( 1) ( )
n

j j
j

x k Ax k B k k B k k k u k
=

⎡ ⎤
+ = + + + + + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ , (1)

where x(k) is the nx – dimensional vector of state, u(k) is the nu – dimensional vector of control;
α(k), k = 0,1,2…, denotes a time-invariant Markov chain taking values in a finite set of observable
states {1,2,…,ν} with transition probability matrix

ijP P⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , { }, 1,2,...,νi j ∈ , { }
1

α( 1) α α( ) α , 1ij j i ij
j

P P k k P
ν

=
= + = = =∑ ,

and initial distribution { }
1

0α( ) , 1,2,...,ν; 1;i i
i

p P i i p
ν

=
= = = =∑  ωj(k) are independent zero-mean

random variables with unit variance and independent of the Markov chain α(k), k = 0,1,2…; A,
Bj[α(k),k], j = 1,…,n, – the matrixes of corresponding dimensions, Bj[α(k),k] ∈ {Bj

(i)}, j = 0,…,n,
i = 1,…,ν. Let ( ) ( ) ( )y k L k x k=  be the scalar output of the system (1), where L(k) is the vector of
corresponding dimension.

The following constraints are imposed on control actions

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k≤ ≤ (2)

where S(k) is the matrix of corresponding dimension.
For control of system (1) we synthesize the strategies with a predictive control model. At each

step k we minimize the «mean-variance» criterion with a noving control horizon

{ }( ){ }2
1

1
( / ) ρ ( , ) ( ) ( ) / ( ),α( ) / ( ),α( )

m

i
J k m k k i M y k i M y k i x k k x k k

=
+ = + − + −∑

{ } { }2ρ ( , ) ( ) / ( ),α( ) ( 1/ ) ( , 1) ( 1/ ) / ( ),α( ) ,Tk i M y k i x k k M u k i k R k i u k i k x k k− + + + − − + −

on trajectories of system (1) over the sequence of predictive controls u(k/k),…, u(k+m-1/k), which
depend on system’s state at moment k, under constraints (2), R(k,i)>0 is the weigh matrix of cor-
responding dimension, ρ1(k,i)≥0, ρ2(k,i) ≥0 are weigh coefficients, m is the prediction horizon, k is
the current moment. The synthesis of predictive control strategies is reduced to the solving of a
sequence of quadratic programming tasks.


