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СМЕЩЕНИЕ ЯДЕРНЫХ ОЦЕНОК ФУНКЦИОНАЛОВ
ОТ УСЛОВНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ: ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ ЯДРА

И ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ

Проводится сравнительный анализ асимптотического смещения оценок
функционалов от условных распределений, аналогичных оценкам регрессии
Надарая – Ватсона, построенных на знакопеременных ядрах, и оценок, по-
лученных методом полиномиальной аппроксимации. Показано, что скорость
сходимости смещения оценок полиномиальной аппроксимации ведет себя
по отношению к степени аппроксимирующего полинома так же, как главная
часть смещения оценки типа Надарая – Ватсона по отношению к порядку
ядра, причем множитель в главной части смещения, зависящий от ядра, до-
пускает интерпретацию через знакопеременные ядра.

Ключевые слова: функционалы от условных распределений, ядерное оцени-
вание, асимптотическое смещение.

Рассматриваются оценки кривой в точке, представимые в виде
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где ( )niW x  − некоторые веса, которые, вообще говоря, могут зависеть от всего на-
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Естественным подходом к выбору весов в (1) является описание последова-
тельности весов с помощью некоторой функции плотности вероятностей ( )K ⋅ , в
которой параметр масштаба играет роль сглаживающего параметра. Такие оценки
называют оценками ядерного типа, а функцию ( )K ⋅  − ядром. Если мы возьмем
веса в виде
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− ядерная оценка плотности вероятностей Розенблатта – Парзена [1, 2], то полу-
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чим классическую оценку функции регрессии – оценку Надарая – Ватсона [3, 4]
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Оценку ( )nNW x  можно рассматривать как локальную аппроксимацию кон-
стантой, поскольку она получается из критерия
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Класс ядерных оценок был введен Розенблаттом М. [1] и изучался Парзеном Э.
[2] и Надарая Э.А. [3,5 – 7], хотя основные принципы ядерного оценивания были
независимо предложены Фиксом И. и Ходжесом Дж. [8] еще в 1951 г. и Акаки Х.
[9] в 1954 г.

Оценки полиномиальной аппроксимации функции регрессии 0ˆ ( )xα  являются
естественным обобщением оценки ( )nNW x , следующим из представления (2):
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Метод локальной полиномиальной аппроксимации функции регрессии систе-
матически изучался сначала в работах Stone C.J. [10] и Cleveland W.S. [11], затем
Fan J. [12,13], Fan J. и Gijbels I. [14], Ruppert D. и Wand M.P. [15].

Заметим, что ( ) !k
n kα  служит оценкой производной k-го порядка ( )k p≤  функ-

ции регрессии.

1. Оценки типа Надарая – Ватсона функционалов
от условных распределений

Аналогичный подход можно применить к оцениванию функционалов от ус-
ловных распределений (условных функционалов) и их производных, рассматри-
ваемых в работах Кошкина Г.М. [16, 17].

Все примеры практических приложений, приведенные в [16, 17], либо прямо
являются условными функционалами и их производными, либо представляют со-
бой функции от них. Поэтому с содержательной точки зрения вместо оценок «ба-
зовых» функционалов 1( ) ( ) ( , ) , 1, 1, 1i i s

R

a x g y f y x dy i s g += = + ≡∫ , и их производ-

ных, вводимых в [16], можно сразу же рассматривать оценки условных функцио-
налов 1( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) ( | ) , 1,i i i s i

R

b x a x p x a x a x g y f y x dy i s+= = = =∫ . Здесь 1,..., sg g

– известные функции, ( )p ⋅  − плотность распределения входной переменной
X, ( | ) ( , ) / ( )f x f x p x⋅ = ⋅  − условная плотность распределения зависимой перемен-
ной Y.
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Рассмотрим среднеквадратическую ошибку (СКО) оценок типа Надарая – Ват-
сона условных функционалов в случае н.о.р. (независимых одинаково распреде-
ленных) наблюдений ( ),i iX Y :
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пользуясь методикой, предложенной Кошкиным Г.М.
Согласно этому, вначале находим СКО и ковариации оценок базовых функ-
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(следствия 1.9.1 и 1.9.3 в [18]), находим асимптотическое смещение и дисперсию
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Будем считать, что ( )K ⋅  – ограниченное симметричное ядро-плотность, 1( )g ⋅  и

( )p ⋅  – ограниченные функции, ( )( )lim 1/ 0n nn
h nh

→∞
+ = , плотность ( )p ⋅  и функция

1( )a ⋅ дважды непрерывно дифференцируемы, а функция 2
1 ( ) ( , )

R

g y f y dy⋅∫  непре-

рывна в точке x, ( ) 0p x ≠ . Тогда при n → ∞

( ) ( )

( )

2

2 2
1 1 1 1

2 2
1 1

2
1

( )
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) 2
( ) ( | ) ( )

1( ) ( ) .
( )

R
n n n

R
n

n nR

x K x dx
E b x b x h b x p x b x p x o h

p x
g y f y x dy b x

Var b x K u du o
nh p x nh

⎡ ⎤′′ ′ ′= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
−

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫
∫

При исследовании асимптотического смещения оценок базовых функционалов
(см., например, [17, c. 41]) нетрудно видеть, что, отказавшись от условия неотри-
цательности ядра, можно повысить скорость сходимости смещения оценок. Пусть
ядро ( )K ⋅  дополнительно удовлетворяет условиям
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где ν  – произвольное четное число, которое обычно называется порядком ядра.
Тогда при условии непрерывной дифференцируемости до ν -го порядка включи-
тельно функций ( )p ⋅  и 1( )a ⋅
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Асимптотическое поведение дисперсии при этом не меняется.
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Очевидно, что при 2ν >  ядро принимает отрицательные значения. Знакопе-
ременные ядра можно строить различными методами [17, c. 95] или, например,
используя рекуррентную формулу, позволяющую получать ядра порядка 2ν + ,
зная ядра ν-го порядка при условии их дифференцируемости:

2
3 1( ) ( ) ( )
2 2

K x K x xK xν+ ν ν′= + ,

где Kν  – ядро порядка ν .
Использование знакопеременного ядра позволяет повысить скорость схо-

димости смещения оценок (4), однако, с другой стороны, приводит к трудностям
интерпретации результатов (например, получается, что оценка плотности не об-
ладает свойствами плотности) и может выглядеть искусственным приемом.

2. Оценки полиномиальной аппроксимации функционалов от услов-
ных распределений

Оценки полиномиальной аппроксимации условных функционалов строятся
с использованием ядер-плотностей и также дают улучшенную скорость сходимо-
сти смещения. Для простоты обозначений далее будем опускать индекс у функ-
ций ( )g ⋅ и ( )b ⋅ .
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следует, что 1
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Рассмотрим асимптотические характеристики 0ˆ nα  как оценки условного

функционала ( ) ( ) ( | ) .
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b x g y f y x dy= ∫
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Пусть ядро ( )K ⋅  определено на замкнутом ограниченном множестве, тогда
матрица D не вырождена с вероятностью, стремящейся к единице при nnh → ∞
[19]. Пусть также ядро ограничено, тогда оно будет иметь все моменты. Кроме то-
го, будем предполагать, что ( )K ⋅  − ядро-плотность (из чего будет следовать, что
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Найдем асимптотические условные (при условии 1 1,..., n nX x X x= = ) смеще-
ние и дисперсию оценки 0ˆ nα . При усреднении по X  возникают проблемы, свя-
занные с возможностью обращения в нуль знаменателя в (5), которые можно ре-
шать различными способами, например, при помощи кусочно-гладкой аппрокси-
мации оценок [17] или добавлением к знаменателю слагаемого 2n−  [20].

Теорема. Пусть функция ( )b x  имеет непрерывные производные до 2p + -го
порядка включительно; функция ( )ϕ ⋅  непрерывна точке x, ( )p ⋅  непрерывно диф-
ференцируема в точке x, ( ) 0p x ≠ ; ядро ( )K ⋅  дополнительно удовлетворяет усло-
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вию 2 1 ( ) 0, 0,k
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Рассмотрим поведение величин ( )( )
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Применяя закон больших чисел и делая преобразования (замену переменной в ин-
теграле), как в лемме 2.3.1 [17, c. 30], получим для 0,k p=

( )
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( )

1 1 1

( ) ( ) при 2 ,

( ) ( ) при 2 1.
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Учитывая (11), получаем
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Обозначим через ( )1 1
1

( ) , 1, 1i
i

R

M x K x dx i p− −= = +∫ , элементы первой строки

матрицы 1M − .
Подставляя (10) и (12) в (9), получаем
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Упростим выражение (13), учитывая, что при k нечетном ( ) 0k

R

x K x dx =∫ ; при

i j+  нечетном ( )1 0
ji

M − = , а при i j+  четном 0jiM =� . Заметив, что матрица M�

получена из матрицы M  сдвигом влево на одну позицию, получим, что при чет-
ном p первый член в (13) обращается в нуль, и 1 0Te M M− =� .

Таким образом, справедлива формула (7). При нечетном p первый член в (13)
является главным и справедлива формула (6).
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Докажем (8). Обозначим
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Тогда ( ) ( )~
T

n

A K KA p x x hTh
n h
Φ ϕ  при n → ∞ . Учитывая (10), имеем

( ) 1 1
0 1 1

( )ˆ ,..., (1),
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T
n n n n p

xnh D X x X x e M TM e o
p x

− −ϕ
α = = = +

что, нетрудно видеть, совпадает с (8).
Из формул (6) и (7) видно, что скорости сходимости смещения оценки 0ˆ nα  по

отношению к степени полинома p  и оценки ( )nb x  по отношению к параметру ν
ведут себя одинаково.

Заключение

Заметим, что главная часть смещения, зависящая от ядра, допускает интерпре-

тацию через ядра из класса Kν : функция 
( ) ( )

( )
K u U u u

K u
M

=�  удовлетворяет ус-

ловию
1( ) 0, 1, , ( ) 0,s p

R R

K u u du s p K u u du+= = ≠∫ ∫� �

если p  нечетное;
2( ) 0, 1, 1, ( ) 0,s p

R R

K u u du s p K u u du+= = + ≠∫ ∫� �

если p  четное, т. е ( )K u�  можно рассматривать как ядро из класса 1pK + ( )2pK + ,

если p  нечетное (четное) (параметр ν  принимает только четные значения, по-
скольку для оценок условных функционалов типа Надарая – Ватсона рассматри-
вались четные ядра).

Например, пусть 2p =  или 3p = . Тогда

4 2 2

2
4 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

R R

R R

x K x dx u x K x dx
K u K u

x K x dx x K x dx

−

=
⎛ ⎞

− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

� (14)

принадлежит классу 4K . При помощи формулы (14) можно получать ядра из

класса 4K  из ядер из класса 2K  ( 2( )K K⋅ ∈  в формуле (14)).
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Таким образом, оценки полиномиальной аппроксимации, используя ядра-
плотности, дают естественный подход к ядерному оцениванию условных функ-
ционалов, обеспечивая улучшенную скорость сходимости смещения, причем кон-
станты сходимости в части, зависящей от ядра, при определенном выборе знако-
переменного ядра совпадают для двух типов рассматриваемых оценок.
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Kitaeva Anna V. (Tomsk Polytechnic University), Subbotina Valentina I. (Tomsk State Univer-
sity). Bias of conditional density functional’s estimators: sign-changing kernels and polyno-
mial approximation.

Keywords: conditional density functionals, kernel estimation, asymptotic bias.

Comparative analysis of asymptotic biases of two types of conditional density functional’s
kernel estimators: analogous to Nadaraya – Watson regression estimators with sign-changing ker-
nels and polynomial approximation estimators are considered.

The range of convergence of the polynomial approximation estimators’ behavior depending of
the polynomial degree is similar to the one of Nadaraya – Watson type estimators depending of
the kernel’s order. The bias’ main part can be interpreted by sign-changing kernels. The results
are the same as for simple regression estimators.


