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ARX-ПРОЦЕССА

Для ядерных оценок функции, определяющей ARX–процесс, находятся
главные части их среднеквадратических ошибок (СКО). Проводится сравне-
ние параметрических и непараметрических алгоритмов идентификации с
помощью статистического моделирования.

Ключевые слова: условное среднее, среднеквадратическая ошибка, ARX-
процесс, непараметрическая идентификация.

Рассматривается скалярная последовательность ... 1,0,1,...( ) ,t tY = −  
генерируемая

ARX(m,p,d)-процессом
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10 ... kj j n≤ < < <<  – известные подпоследовательности натурального ряда чисел,
( )tξ  – последовательность независимых одинаково распределенных (с положи-

тельной на 1R  плотностью распределения) случайных величин с нулевым мате-
матическим ожиданием, конечной дисперсией, нулевым третьим и конечным чет-
вёртым моментами, , ,( , )t m t sY XΨ  – неизвестная непериодическая ограниченная
функция. Модели типа (1) находят широкое применение при анализе экономиче-
ских систем и финансовых временных рядов.

В работе предполагается, что выполняются условия, при которых последова-
тельность ... 1,0,1,...( )t tY = −  удовлетворяет условию сильного перемешивания с коэф-
фициентом с.п. [1,2]

( ) , 0,e−δτα τ ≈ δ > τ → ∞ .

Факт, что ( )tY  удовлетворяет условию с.п. с коэффициентом с.п. ( ),α τ  будем
обозначать ( ) ( ).tY S∈ α

Пусть 1 2, ,... nY Y Y  – наблюдения, порожденные процессом (1). В качестве моде-
ли структуры Ψ  в (1) возьмем условное математическое ожидание

, ,( , ) ( | , ) ( | , )t t m t s tb y x E Y Y y X x E Y y x= = = = , ( , ) .m sy x R +∈

Согласно [3], ( , ) ( , , ) ,g
ga y x q f q y x dq= ∫  

0,1,g =  – базовые функционалы, где

f(q,y,x) – неизвестная плотность распределения случайного вектора , ,( , , )t t m t sY Y X  в

стационарном режиме. Так как 0 ( , ) ( , , ) ( , )a y x f q y x dq p y x= =∫ , где p(y,x) – плот-
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ность распределения вектора , ,( , )t m t sY X , то условное математическое ожидание
можно представить в виде
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В качестве непараметрических оценок функционалов ( , )ga y x  в точке (y,x)
возьмём
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числа, а mK  и sK  – m-мерное и s-мерное ядра.
Таким образом, ядерная оценка подстановки условного функционала b(y,x) в
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Задача идентификации модели (1) является частным случаем оценивания
функции вида (ср. [4])

1
0 1

0
( ) ( , ) ,

a
H A H a a

a
= =  0 0,a >

где 0 1( , ),A a a=  ( ) ( , ) ,g
g ga a u q f q u dq= = ∫  

0,1,g =
 

( , ) ( ),f q u f z=  1m sz R + +∈  –

плотность распределения случайного вектора , ,( , ) ( , , )t t t t m t s tY U Y Y X Z= =  в ста-
ционарном режиме.

В данной работе исследуется сходимость в среднеквадратическом оценки (2) к
функции ,Ψ определяющей ARX-процесс.

1. Сходимость четвертых моментов оценок базовых функционалов

Введем обозначения: 1( 1)( 1)( 1) ( , , , )i i j i j kf z u w+ + + + + + υ – 4(m+s+1)-мерная плотность
распределения выборочных величин

1 ( 1) ( 1) ( 1), , , ,i i j i j kZ Z Z Z+ + + + + + 1( 1)( 1)( 1), ( , , ', ')i i j i j k pa z y z y+
+ + + + + + =

4 1( 1)( 1)( 1)' ' ( , , , , ', ', ', ') ' ',
p

i i j i j kR
v v f v z y v z y dvd dv d+ + + + + += υ υ υ υ υ υ∫

1 , , ,Q i j k n+ ≤ < 1;i j k n+ + ≤ −
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31(1 )(1 ), 1(1 )(1 )( , , ') ' ( , , , , ', ') ',
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Определение 1. Функция K(u) принадлежит классу одномерных нормирован-
ных ядер ( ) ,K Aν⋅ ∈  если ( )K u du < ∞∫ , ( ) 1,K u du =∫  ( ) ,u K u duν < ∞∫

( ) 0,j
jT u K u du= =∫  1,..., 1,j = ν −  0,Tν ≠  K(u) = K(-u).

При исследовании сходимости, для простоты, для каждой переменной будем
использовать один и тот же параметр размытости, а в качестве многомерных ядер
соответствующей размерности – произведение одномерных ядер.

Лемма 1 (порядок сходимости четвертых центральных моментов оценок
( )gna z  для с.п. наблюдений). Пусть
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Лемма 2 (порядок сходимости четвертых моментов отклонений 4 ( )gnM a  для

с. п. наблюдений). Если ( ) ,K Aν⋅ ∈  выполняются условия леммы 3 из [4] при
0,r =  а также приведенной выше леммы 1, то при n → ∞
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2. Главная часть СКО оценки подстановки функции Ψ

При нахождении СКО оценки ( , )n y xΨ  используются лемма 1 и лемма 2. Обо-

значим 
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Определение 2. Функция 1( ) : LH R R⋅ →  принадлежит классу ( )N zν

( ( ) ( )H N zν⋅ ∈ ), если она и все ее частные производные (до ν-го порядка включи-
тельно) непрерывны в точке z. Функция ( ) ( )H N Rν⋅ ∈ , если указанные свойства
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Доказательства лемм и теоремы, которые ввиду громоздкости не приводятся,

базируются на результатах статей [2−5] и книги [6].

3. Сравнительный анализ параметрических
и непараметрических алгоритмов

При статистическом эксперименте в качестве модельных процессов (1) возьмем
М(1): 1 1 2 3

1 1 20, 2 0,11 0,15 0,3 0, 2 ,n n n n n n nY Y X X X X− − −= + + + + + ξ

М(2): 1 2 3 3
1 2 1 10,01 0,2 0,03 0,7( ) ,n n n n n n n nY Y Y X X X X− − − −= ⋅ + + ⋅ + + ξ

М(3): 
1 1 2 3

1 1 10,1 0,2 0,1 0,01 0,03 .n n n n nY X X X X
n nY e − − −+ + + += + ξ
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Здесь переменные 1,X  2 ,X  и 3X  принимают значения из соответствующих ин-
тервалов [2; 2,5], [5; 6], [8; 10] равномерных законов распределения, а случайные
величины nξ  распределены по нормальному закону с нулевым математическим
ожиданием и дисперсией, рассчитываемой для каждой модели по формуле

 2 max min ,
6

Y Y
a

−
σ = ⋅

где степень зашумленности a  моделей принимает значения 0,01; 0,05; 0,1; 0,15;
0,2; 0,5. Моделирование проводится по объемам наблюдений 50, 100, 200 и 500.

Для наглядности сгенерированные 200 наблюдений для моделей М(1) – М(3)
при отсутствии помехи представлены соответственно на рис. 1.

Рис. 1. Реализации 200 наблюдений для моделей М(1), М(2) и М(3)

Алгоритмы идентификации функции Ψ  в (1) получены методом наименьших
квадратов (МНК), итерационным взвешенным методом наименьших квадратов
(ВМНК) и с помощью непараметрического подхода. Веса на текущей итерации
для ВМНК определяются при помощи биквадратической функции от вектора ос-
татков, рассчитанных на предыдущей итерации. Использование такого алгоритма
позволяет задать меньшие значения весов для наблюдений, имеющих большее от-
клонение от регрессионной модели по отношению к остальным.

Оценки МНК и ВМНК вычисляются с помощью встроенных функций
MATLAB. Моделирование непараметрических алгоритмов (2) проводится также
на базе MATLAB. В качестве ядра ( )K u  используется плотность стандартного га-
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уссовского закона. Параметры размытости определяются двумя способами. Сле-
дуя Сильверману [7], параметры размытости вычисляются по следующим форму-
лам:

1/ 4
, 1,06 ,L

i Silverman ih n− += σ  1,i L= ,

где L  – размерность функции Ψ , 2
iσ  – выборочная дисперсия наблюдений i–й

переменной. Второй метод нахождения параметров размытости при нахождении
оценки nY  основан на использовании эмпирического критерия:

1/ 4
, ,L

i Empiric o ih C n− += σ  1,i L= ,

1 1

10
arg min ,

n n
n i n i

o n i L LC i Q i Q

U U U U
С Y Y K K

h h

− −

−
< <∞ = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

где ( , ).y xh h h=
В таблице приведены для моделей M(1) – M(3) значения ошибок идентификации

,
1

1 100%,
n ii

n j
ii Q

Y Y
A

n Q Y= +

−
= ⋅

− ∑  1, 2,3j = ,

для объёма наблюдений n = 50. Для других объемов наблюдений соответствую-
щие результаты представлены на рис. 1−3. Заметим, что все результаты модели-
рования для определенного объёма выборки усреднялись по 20 различным вы-
боркам такого же объема.

Усредненные ошибки идентификации для 50 наблюдений

 Модель Степень а
зашумленности 

МНК,
%

ВМНК,
%

Непараметрический
,i Silvermanh , %

Непараметрический
,i Empirich , %

0,01 0,007 0,007 1,164 0,989
0,05 0,036 0,034 1,176 0,992
0,1 0,073 0,068 1,166 0,995

0,15 0,110 0,102 1,173 0,999
0,2 0,147 0,137 1,195 1,006

М(1)

0,5 0,372 0,354 1,283 1,110
0,01 1,428 1,309 2,189 1,941
0,05 1,427 1,309 2,180 1,935
0,1 1,426 1,312 2,197 1,929

0,15 1,428 1,317 2,203 1,930
0,2 1,430 1,327 2,218 1,939

М(2)

0,5 1,476 1,416 2,306 2,039
0,01 3,615 3,178 4,298 4,145
0,05 3,849 3,349 4,283 4,101
0,1 4,174 3,569 4,268 4,093

0,15 4,821 3,797 4,294 4,115
0,2 5,382 4,033 4,349 4,084

М(3)

0,5 7,351 5,610 4,948 4,717

Из таблицы видно, что качество идентификации для всех моделей и всех мето-
дов падает с ростом степени зашумленности.
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а

б

в

Рис. 2. Зависимость качества идентификации от объе-
ма наблюдений для степени зашумленности 0,15:
а – модель М(1); б – модель М(2); в – модель М(3)
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Анализ рисунков позволяет сделать следующие выводы:
- для нелинейной модели М(3) непараметрические алгоритмы, ввиду их адап-

тивности, имеют преимущества перед параметрическими;
- прослеживается тенденция уменьшения ошибок идентификации для всех мо-

делей с ростом объема наблюдений.

Заключение

Работоспособность предложенных алгоритмов проверена для различных
функций Ψ , определяющих ARX-процесс (1), с помощью статистического моде-
лирования. Показано, что непараметрические алгоритмы идентификации могут
иметь преимущество перед параметрическими для нелинейных моделей. При
этом непараметрические алгоритмы, в отличие от параметрических, требуют
лишь информацию общего характера о структуре исследуемого объекта.
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The principal parts of mean square errors for kernel estimates of the functions defining ARX-
process are found. Parametric and nonparametric identification algorithms are compared.


