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Для случая эрмитовых сплайнов пятой степени исследован новый метод по-
строения системы базисных сплайн-мультивейлетов, использующий условия
ортогональности многочленам пятой степени. Рассмотрены варианты по-
строения и обращения блока фильтров. Приведены результаты численных
экспериментов.
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Вейвлетами называются короткие или быстро затухающие волновые функ-
ции (всплески), такие, что множество их двоичных сжатий и двоично-
рациональных сдвигов в совокупности образует базис пространства L2(R) [1–3].
В случае, если волновых функций несколько, они образуют ряд мультивейвле-
тов [4–8]. Одно из основных преимуществ мультивейвлетов над единичными
вейвлетами состоит в том, что они ортогональны многочленам одной и той же
степени при меньшей длине носителя. Например, мультивейвлеты пятой степе-
ни имеют носитель [0, 3], который значительно меньше носителя [0, 11] еди-
ничных вейвлетов пятой степени. В работе [9] были построены мультивейвлеты
пятой степени, вторые производные которых ортогональны вторым производ-
ным базисных эрмитовых сплайнов пятой степени. Данные мультивейвлеты
имеют носитель [0, 2]. При численном решении дифференциальных уравнений
по способу Галеркина это увеличивает разреженность решаемых систем. Недос-
таток состоит в том, что они ортогональны многочленам не выше первой степе-
ни, что ухудшает сжатие числовых данных по сравнению с обычными вейвле-
тами и мультивейвлетами. В данной работе, используя подход [10], построим
базисные мультивейвлеты пятой степени с носителями [0, 2], которые ортого-
нальны любым многочленам пятой степени.

1. Построение системы базисных сплайн-мультивейлетов
на конечном отрезке

Исходным для построения вейвлет-преобразования является наличие набора
вложенных пространств ...VL–1⊂VL⊂VL+1.... В данном случае пространство VL явля-
ется пространством сплайнов степени 5 гладкости C2 на отрезке [a,b] с равномер-
ной сеткой узлов ∆L: xi = a + (b – a) i / 2L, i = 0, 1,…, 2L, L ≥ 0, и базисными функ-
циями ,N ( ) ( ), 0,1,2 ,L

i k kx v i k i= ϕ − = ∀  где v = 2L(x–a)/(b–a) + 1, с центрами в целых
числах, порожденными сжатиями и сдвигами трех масштабирующих функций ви-
да [11] (рис. 1)

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 12-01-
90915 мол_снг_нр
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Рис. 1. Графики масштабирующих функций φ0(t), φ1(t), φ2(t)

Поскольку сетка ∆L–1, L≥1, получается из сетки ∆L посредством удаления каж-
дого второго узла, то базисными функциями для VL–1 будут функции 1

,N ( ),L
i k x−

с носителями в два раза большими по ширине и центрами в четных целых числах.
В соответствии с масштабными соотношениями [12]
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каждую широкую базисную функцию внутри отрезка аппроксимации можно по-
строить из трех, а по краям отрезка из двух троек узких базисных функций. Об-
ратное, очевидно, возможно только приближенно. Остается некоторое простран-
ство WL–1, содержащее уточняющие подробности, которые и позволяют восстано-
вить VL из VL–1: VL = VL–1+ WL–1. Следующим этапом является определение вейвле-
тов как базиса WL–1. В классической теории вейвлетов базисные функции WL–1 ор-
тогональны всем базисным сплайнам на прореженной сетке ∆L–1 по отношению к
некоторому скалярному произведению. Это означает, что пространство VL пред-
ставляет прямую сумму VL–1 и WL–1: VL = VL–1⊕ WL–1.
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В отличие от этого будем искать базисные функции пространства LW  как ли-
нейные комбинации базисных эрмитовых сплайнов на сетке ∆L+1, удовлетворяю-
щие условиям ортогональности всем многочленам шестого порядка, то есть

,M ( ) 0, 0, 1, 2 ( 0,1,...,5).
b L m
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Тогда система функций { },M ( ), 1, 2, ..., 2 ; 0, 1, 2L L
i k x i k= = , удовлетворяет ус-

ловиям (2) и образует базис в пространстве LW , L≥0.
Доказательство. Проверка условий ортогональности (2) выполняется непо-

средственным вычислением. Для установления базисности функций ML
i,k (x) в

случае конечного отрезка достаточно их линейной независимости, вытекающей из
того факта, что они представляют собой множество сдвигов ненулевых функций с
компактными носителями. При этом их количество в точности равно разности
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между размерностями пространств 1LV +  и ( ) ( )1: 3 2 1 3 2 1 3 2L L L
LV +⋅ + − ⋅ + = ⋅ .

Теорема 1 доказана.
Носители полученных функций равны носителям базисных сплайнов на сетке

∆L (рис. 2).
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Рис. 2. Вид двух симметричных и одного антисимметричного
«материнских» вейвлетов ψ0(t), ψ1(t), ψ2(t)

2. Построение и обращение блока фильтров

На любой сетке ∆L, L≥0, интерполяционный эрмитов сплайн 5-й степени мо-
жет быть представлен как
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где коэффициенты Ci
L,k, k = 0, 1, 2, являются значениями и соответственно первы-

ми и вторыми производными аппроксимируемой функции в узлах сетки.
Если записать базисные сплайн-функции в виде единой матрицы-строки
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Ниже представлены примеры матриц PL, QL, соответствующих L = 1, 3:
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Здесь многоточия обозначают повторяющиеся блоки матрицы P3. Блоки мат-
рицы PL составлены из коэффициентов масштабных соотношений для эрмитовых
сплайнов 5-й степени (1), тогда как блоки матрицы QL – из коэффициентов соот-
ношений (3). Обратный процесс разбиения коэффициентов CL на более грубую
версию CL–1 и уточняющие коэффициенты DL–1 состоит в решении системы ли-
нейных уравнений (5). Разрешимость данной системы гарантирована линейной
независимостью базисных функций. При этом для ускорения вычислений матрицу
[PL | QL] можно сделать ленточной, изменив порядок неизвестных так, чтобы
столбцы матриц PL и QL перемежались (см. [13]).

Процедуру разбиения CL на часть CL–1, соответствующую низшему разреше-
нию, и уточняющие коэффициенты DL–1 можно применить рекурсивно и к самой
этой части CL–1. Следовательно, исходные коэффициенты можно представить в
виде иерархии грубых версий c разрешениями C0, C1, …, CL–1 и уточняющих дета-
лей D0, D1, …, DL–1. Результирующее вейвлет-разложение эрмитового сплайна 5-й
степени SL (x) может быть записано в виде
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При этом по величине вейвлет-коэффициентов D j, j = 0, 1,…, L–1, можно су-
дить о значимости соответствующих уточняющих деталей. Незначимые убирают-
ся с целью сжатия информации.

3. Пример
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0 0
1 1,0

0 0
2 1,1

0 0
3 1,2

( ) 231/ 272 M ( ),

( ) 3 / 8M ( ),

( ) 231/13 M ( ),

x x

x x

x x

ψ =

ψ =

ψ =

и пусть ( )
( )

( )

1/ 2
2 /3,0

1/ 2
1 /3,1

1/ 2
/ 3,2

( ) 2 1695 / 30371 /1296M ( ),

( ) 2 4322 / 705 / 432M ( ),

( ) 2 505979 / 208 / 2160M ( ),

3,3 2 , 1;

L L L
i i

L L L
i i

L L L
i i

L

x x

x x

x x

i L

−

−

ψ =

ψ =

ψ =

= ⋅ ≥
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( )
( )

( )

1/ 2
2 / 3,0

1/ 2
1 / 3,1

1/ 2
/3,2

( ) 2 8733/1762 /164M ( ),

( ) 2 86625 / 716 / 80M ( ),

( ) 2 1088893/ 20 / 464M ( ),

6,9, ,3 2 3, 2.

L L L
i i

L L L
i i

L L L
i i

L

x x

x x

x x

i L

−

−

ψ =

ψ =

ψ =

= ⋅ − ≥…

Заметим, что ( )L
i xψ  нормированы так, что 

2 (0,1)
( ) 1L

i L
xψ =  для 1, 2,...,3 2 .Li = ⋅

Рассмотрим в качестве тестовой функции многочлен пятой степени
f(x) = (1/2 – x)5 с числом разбиений n = 25 на интервале 0 ≤ x ≤ 1, длина шага
∆x = 1/n. Число используемых значений функции и двух производных на интерва-
ле при выполнении вейвлет-преобразования равно 3(n+1) = 99.

Начиная с верхнего уровня разрешения L = 5, находим последовательно при

L = 5:

D4 = [0.08679; −0,1174; 0,03294; −0,005044; −0,002738; −0,002359; −0,002481;
−0,001461; −0,001019; −0,001459; −0,0006021; −0,0006303; −0,0006729;
−0,0001976; −0,0002875; −0,0002498; −3,499·10−5; −0,0001086; −5,528·10−5;
2,879·10−6; −2,483·10−5; −2,848·10−6; 1,055·10−6; −1,689·10−6; 2,848·10−6;
1,055·10−6; 1,689·10−6; 5,528·10−5; 2,879·10−6; 2,483·10−5; 0,0002498;
−3,499·10−5; 0,0001086; 0,0006729; −0,0001976; 0,0002875; 0,001459;
−0,0006021; 0,0006303; 0,002481; −0,001461; 0,001019; 0,005044;
−0,002738; 0,002359; −0,08679; −0,1174; −0,03294] T;

L = 4:

D3 = [−0,07943; 0,1773; −0,09874; −0,00107; 0,00016; −0,0005311; −8,338·10−5;
6,975·10−5; −3,565·10−5; −1,852·10−5; 1,135·10−5; −1,869·10−5; 1,852·10−5;
1,135·10−5; 1,869·10−5; 8,338·10−5; 6,975·10−5; 3,565·10−5; 0,00107; 0,00016;
0,0005311; 0,07943; 0,1773; 0,09874] T;

L = 3:

D2 = [−0,07274; 0,1526; −0,08045; −0,0002049; 1,391·10−5; −0,0001316;
0,0002049; 1,391·10−5; 0,0001316; 0,07274; 0,1526; 0,08045] T;

L = 2:

D1 = [−0,04817; 0,09931; −0,05134; 0,04817; 0,09931; 0,05134] T;

L = 1: на последнем шаге остается шесть значений многочлена пятой степени и
двух его производных в концах отрезка C 0 = [0,05701; –0,3206; –0,858;
−0,05701; –0,3206; –0,858] T, и в центре три вейвлет-коэффициента разло-
жения функции и производных D0 = [4,653·10–16; –0,001413; –3,571·10–16] T.

После обнуления вейвлет-коэффициентов, по модулю меньших 0,032, остается
30 значений, что дает коэффициент сжатия 99/30 = 3,3.

На рис. 3, 4 представлены результаты реконструкции значений сплайна S5(x) и
двух его производных в узлах сетки ∆5: yi, y1i, y2i, i = 0,1,…, 32. Здесь сплошными
линиями обозначаются исходная функция и ее производные: f(x), f1(x), f2(x),
0 ≤ x ≤ 1.
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Рис. 3. Сравнение результатов вейвлет-реконструкций узловых значений
сплайна 5-й степени для случая функции f(x) = (1/2 – x)5
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Рис. 4. Сравнение результатов вейвлет-реконструкций узловых значений
производных сплайна 5-й степени для случая функции f(x) = (1/2 – x)5

Заключение

В работе представлена схема построения эрмитовых сплайн-вейвлетов, орто-
гональных многочленам. Полученные результаты предоставляют широкие воз-
можности для применения при оптимизации методов обработки численной ин-
формации.
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For the space of Hermitian splines of the fifth degree of a kind

( ) ( )
2 2

,
,

0 0
S N , ,

L

L L k L
i i k

k i
x C x a x b

= =
= ≤ ≤∑ ∑

with a uniform grid of nodes ∆L : ui = a + (b – a) i / 2L, i = 0, 1,…, 2L, L ≥ 0, and the basic func-
tions ( )( )

,N δ δ , 0,1,2L l j l
i k j i ku l= ⋅ = , with the centers in integers, it is proposed to use as wavelets

functions ML
i,k(x), satisfying the conditions of orthogonality to all polynomials of sixth order, i.e.

,M ( ) 0, 0,1,2 ( 0,1,...,5).
b L m

i ka
x x dx k i m= = ∀ =∫  For the wavelets centered at even integers,

and the supports equal to the supports of basic splines on the grid ∆L, received two-scale relations
of expansion and formulas for calculating the coefficients in the thinned grid ∆L−1 from the spline
coefficients in a dense grid ∆L in the form of solution of linear algebraic equations system with
band matrix. There are results of numerical experiments presented. Justified the improving of
compression of numerical data in comparison with the known quintic wavelets and multiwavelets.


