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О КОЭФФИЦИЕНТАХ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ
Рассмотрен класс обратных отображений к классу голоморфных однолистных нормированных в круге функций, имеющих 
р-кратную симметрию вращения относительно начала координат. Для этого класса, используя метод параметрических про­
должений, получены оценки тейлоровских коэффициентов.

Пусть D, О е Д  -  конечная односвязная область в 
Сн, обладающая />-кратной симметрией вращения отно­
сительно точки W = О, Ро, О < Ро < * . -  конформный ради­
ус области D относительно точки w = О и 75Д Д  Р) -  
совокупность плоских односвязных областей В, ОеД, 
принадлежащих Д  имеющих фиксированный кон­
формный радиус Р, О < Р ^  Ро, относительно точки н> = О 
и обладающих р-кратной симметрией вращения отно­
сительно точки W = 0. Обозначим через

*=о Р
функцию, однолистно и конформно отображающую 
область Д е TS^D, Р) на £= {r|z | < 1}.

Совокупность функций q(w), изоморфную множе­
ству областей Д е 75ДД Р), каждая из которых обрат­
на некоторой функции класса 5Д Д  Р), будем также 
обозначать TSp{D, Р). Если q{w)eTSp{D, Р), то она го­
ломорфна в некоторой содержащей начало координат 
подобласти области D и при надлежащем выборе по­
добласти однолистно отображает ее на круг Е, причем 
^(0) = 0 ,^ '(0 )= 1 /р > 0 .

Каждую область BeTSp(D, Р) можно рассматри­
вать как ядро (относительно точки и» -  0) семейстба 
областей, получающихся проведением в D p  перемен­
ных разрезов по непроходящим через начало коорди­
нат простым дугам Жордана, один из концов которых 
принадлежит границе области Д  и обладающих р-крат­
ной симметрией вращения относительно точки и» = 0. 
В силу этого оценка 1 (и = 1, 2, ...) на классе 
TSp{D, р) совпадает с оценкой 16,^ + 1 1 на подмноже­
стве функций из TSfiD, Р), отображающих однолист­
но и конформно такое аппроксимирующее семейство 
областей на £.

Известно [1], что для каждой функции q(w), вхо­
дящей в это семейство при D, отличной от С„, суще­
ствует кусочно-непрерывная функция ц(т), 0 < т < т®, 
|р(т)| = 1, такая, что q(w) можно представить в виде

? ( w )  = cp(/i(w),T®), (1)
где

^ ( w ) =  =
* = 0 Ро

однолистно и конформно отображает D на £  и (p(w, т) 
интеграл уравнения

(2)

5ф 5ф ц '’ ( т )  + и ''’
- =  W- ,0< т< т®  ,w e£

Зт dw ц ^ ( т ) - н ' ’ 

удовлетворяет условию <p(w, 0) = w, Ivvl < 1.

(3)

Пусть

<p(w,T) = e ’ ( t ) w 'p*'
A»0

c| ' 4 t) = 1- (4)

Подставляя разложение (4) в (3), нетрудно по­

лучить, что коэффициенты (т )  образуют ре­

шение бесконечной системы дифференциальных 
уравнений

= ( ̂ ) +2 Х ( гр+1) (ц (т ) )Т  , *= 1,2,.. .(5)
г=й

Из условия cp(w, 0) = W находим начальные усло­
вия для системы (5): (0 )  = 0 .

После введения в (5) обозначения

( е ’ ’ p ( t ))'’ = v ( t) (6)
и замены переменных по формулам

= (т),А  = 1 ,2 ,... (7)

получим для (т )  н а 0 < т < т ®  бесконечную сис­

тему обыкновенных линейных дифференциальных урав­
нений

* - 1

К ' . ’, = 2 X ( ^  + l ) v * - ' ( т ) у ://, , * = 1 ,2 , . . .  (8)
г = 0

с начальными условиями ® ® • * = 1 .2 ,... ,  в

которой у,*'’* (г) = 1.
В дальнейшем будем обозначать через коэф­

фициент при и/" в разложении в ряд Тейлора некоторой 
голоморфной в окрестности точки w = 0  функции yJiyv).

Из (1) с использованием (2), (4) и разложения в 
ряд q{w) получаются формулы

С ' l l * кр*\
(х)1#̂р+1

„ (р )

представляющие коэффициенты функции q{w) через 
решение системы (8).

Таким образом, задача об оценке 16,pvi| (я = 1, 2 ,...)  
на классе ТХДДР) сведена к следующей задаче опти­
мального управления.

Пусть в трехмерном вещественном евклидовом 
пространстве (xj, Хг, Хз) задана поверхность вращения 

{(Х), Х2, Хз): xf + х\ = е '^ \  о й хз< и пусть N -  
совокупность кусочно-непрерывных кривых на Я, 
любая из которых пересекается с каждой плоскостью 
Хз = X S const, о < X < X®, в единственной точке. 

Необходимо найти (при фиксированном п)

sup | V l l  =qeTSpiDfi)'

= sup , (9)
vsAf k =0

где у['’Чт) = 1, -  решение за­

дачи Коши

= 2 Z ( r /?  + l)v * " (T )y Jp V i.

У1^/Л0) = 0 ,к  = 1.2,...,п
с начальными данными на левом конце промежутка
(0, А
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Опираясь на авиационные методы, в частности на 
теоремы, аналогичные 6,7 а  37 [1] для класса Sp, докажем 
теорему существования экстремального управления. Это 
позволяет заменить в (9) точную верхнкмо грань по множе­
ству Л^на максимум по этому же множеству.

Теорема. Пусть £) #  С» и обладает />-кратной симмет­
рией вращения относительно точки w = О и функция h(w), 
А(0) = О, А'(0) > О однолистно и конформно отображает D 
на Е. Тогда для коэффициентов функции

справедливы оценки

(D.P)

где

iV»+l В '  (w )

5 ( н - ) = 2 :
2 ( _ i ) - h “ ( т  + А -1)!

L ............................—

ip4-]

W

,(10)

Доказательство. №  (8) с учетом начальных условий 
(0 )  = 0 , (А: = 1 ,2 ,...)  приходим к интегральным 

уравнениям

у1р̂ !х ( т ) = 2 J j ; ( r p  + l)v * - '' ( т ), Л= 1 ,2 , . . . .
о rsO

в которых = 1 • Отсюда с учетом (6) следует, что 

о г -0

В оценках (11) знак равенства достигается, если 
р(т) = 1. Действительно, в этом случае v(t) = |v(t) |=е”^  
и, как легко установить методом индукции,

у !р̂ , (T) = l3^^'li (Т ) |,г  = 1 ,2 ,...

Обозначим через (pi(w, т) интеграл уравнения Лев- 
нера (3), в котором управляющей функцией является

р (т )=  1. Пусть (T) = { e " > ,(w ,T )} ;^ ^ , .H 3 (7 )

вытекает, что для нахождения тах[д']^'’̂ \ (^°  )| нужно 

найти (т® ).

Пусть W= /i(z, т) -  функция, обратная (pi(w, т) при ка­
ждом фиксированном т, 0 S т < т®. Функция w = /j(z, т) 
есть интеграл уравнения

dw  1 +  w '’ . о
—  = - w ---------, 0 < т < т  ,
Л  1 -> И

( 12)

с начальным условием yi(z, 0) = z.
Проинтегрируем уравнение (12), устремим т к т® и

найдем функцию [< p ,(w ,x ® )]^ . Повторив рассужде­
ния, изложенные в [2], получим разложение по степе­
ням w:

[ф, (w,T® ) ] '’ = z ' ’ =

f , 2 ( - l ) ‘
k ^ i k - Щ к  + т т - к у .

' (от + Л - 1 )! .^ 0  
-----------------------e  ^ mp

Извлекая из [ф] ( w , t ® )]^  корень^ -̂й степени, най­

дем коэффициент при в разложении его рещения
Ф, (w ,T)npH T = T®:

I J кр + \

где Л (и -)= ]^
2 ( _ 1 ) - * ^ “ ( т  + А -1)!

L .............................— W
, ^ , { к - Щ к  + \ ) \ т - к ) \

Для фиксированных р  н п значения {B'^(w) } ^ + i 
{к = о, 1, . . . ,  п) вычисляются с использованием фор­
мулы бинома Ньютона. Используя (7), (9) и (11), при­
ходим к неравенствам (10). Теорема доказана.

Из приведенного доказательства видно, что если 
числа 1 и {B'^(h')}ĵ + i (* = 0, 1 ,..., и) веще­
ственны и одинаковьпс знаков, то оценка (10) является 
точной.
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