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ОБ ОЦЕНКЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

НА КЛАССЕ С НЕКОТОРОЙ СТРУКТУРНОЙ ФОРМУЛОЙ
Даны оценки коэффициентов на классе функций более общем, чем ограниченные однолисшые в единичном 1фуге функции с  сим­
метрией вращения. Обобщается теорема Бранжа, дающая положительный ответ относительно гипотезы EH6q)6axa о коэффициентах.

Пусть М, М>\, -  некоторое фиксированное число или W= е,Л)(/), (О ̂  < 1пЛ0, е ,= е
2л(к-1Ур

бесконечность и р  — натуральное число. Множество Началу дуги Z* соответствует Г = О, а концу этой дуги, гри-
всех голоморфных однозначных в круге £ = { г  I z I <  1} наолежащему olqзyжнoc^и {w: | w 1 < ^ , соответствует t ~ 1пМ
функций / ( z ) =  = ср-крагаойсим- ^ож но считать, что области GJt) =  {w : weGM f)}, где

„ ! ( / )  = 1 {н':w = (p(т),0<т</,0<^<hlЛ/},oб-мeтpиeй вращения вокруг начала и ограниченных в ч /  i тч
нем, j/(z) \<М, обозначают через Sp{M). разуют стандартное семейство областей Левнера. Очевидно,

Пусть е (  W) =2 У  е*  Н-* -  фиксированная голоморф- если О < /, < < hM. Обозначим через v,/(z, /)
fzi функцию, однолистно и конформно отображающую тфуг Е

ная в точке w = О функция. Рассмотрим множество на Са/О. V(0.0 = 0. V'l (0>О  = е ' • По теореме Кфатеодо- 
Г Д а  М) всех голоморф^тшх функций со структурной р„ ̂  ̂  семейства областей ф(0, t) =f(zX  vp(z. Ш )  = Mz.
формулой g(z) =J{z)(r^ zeE. Множество T^Q, M) Функция v|/(z, t) дифференцируема no t равномерно от- 
получается, когда Д г) пробегает 5ДЛ/). При 0  = 0 мно- носигельно z внутри Е и удовлетворяет уравнению Левнера
жество TjiQ, М) совпадает с классом 5ДА/)- Функция 
g(z)eTp{Q, М) имеет следующее разложение в окрест­

ности точки z = 0: g ( z ) =  ,g ,‘ '’’ = l.
п = 0

Нами найдена оценка сверху для функционала /(g)=

= |g ^ '’J, I на множестве T^Q, М) при произвольно фик­

сированном n&N. Поскольку Г](0, х )  = 5 (х ) = 5, то ре­
шенная задача более общая, чем задача о коэффициен­
тах, с которой была связана гипотеза Бибербаха [1].

Теорема. Пусть даны число hf>\ и голоморфная в точке

^  = ^....... ~ "Рообразat OZ -z '^
точки W = ф,^/) при отображении функцией \\i(z, t) круга Е 
на область GJif)- Следовательно, | ц(/) | =1 (0 ^  / < ЬтЛ/). 

Введем функцию

Ф ( ^ .0  = ̂ 1п — ^ - - + ^g (v t> '’ ( z ,0 ) -
2 е Z 2

Разложением по степеням z функции ^ In-  - — — =
2 e 'z

w -О ф у ш и и , 2 ( » . )  = 2 £ а » . * .  тогдаш иксоффш и. определяклчяло,арифм»ескиекшффи-

циенты функции eT'\^{z,t) е  S'AM), а при < = 0 -  лога-
к = \

ентов ,neN  любой функции

g { z )  = z + ti^ „ ;l,z ''^ ^ '^T p {Q ,M )

имеют место оценки

<(и + 1 )ех р { — \Q, 1̂  (1 п Л /) |,
L П+1*=| в + 1 J

где ,, ( 2 п - 2 г  + 2 \

рифмические коэффициенты у1^Ч0) функции / ( z ) e  

eS'i, (М ). Легко видеть, что (1пЛ/) = 0(Л = 1,...).

Коэффициенты разложения в ряд по степеням z функции 
1 *
— !2(vi/^ (z, 0 )  = связаны с коэффициентами
2 *=1

функции2(н’)формулами (1пЛ/) = б * Л /^  .

Функция 0(z,{) в окрестности z = 0 имеет разложение

Ф (г ,0  = Е Ф ;;Ч 0 г '" ,
*=1

где ф 1 ;’ ( 0  = у1 ; Ч 0  + 9 ; '’Ч 0 :

в частности Ф<^>(1пЛ/) = а м '^ .

Используя уравнение Левнера, получим дифференци­
альное уравнение, которому удовлетворяет функция Ф{г, /):

^  1 -  

d t '^  2 ~
ЭФ 1

Z —  +

Доказательство. Обозначим через S'p(M)czS^(M) 
подмножество функций, каждая из которых отофажает Е 
на круг Ga/  = {w: IWI < ЛУ} с разрезами по р  попарно непе- 
ресекающимся тростым дугам Li, ...,Lp, которые не тро- 
ходят через точку w = 0 и оканчиваются на границе круга 
Gm- Множество S'^(M) всюду плотно в 5ДА0 в топологии 
равномерной сходимости внутри Е. Поэтому для доказате- частей по степеням z, получим 
льстватесремы достаточно доказать ее для функцийg(z) = У’ф ^ '’  ̂ (T ) z * + -

= / ( z ) e ^ ® \ / ( z) € 5 ; ( M ) .  *=■ 2

ц '’ -1-z '’
dz 2 j n ' ’ - z '

Отсюда, переходя к разложениям левой и правой
ПОЛ)

£ф<^'’> '( О г ^ + ^  =

П у с т ь /(г )  € S ;(M ) .  Простую дугу!* ( ' « = 1 , л) за- + ^  | Х 2Ц ) ^ + £ ( г ц ) 'Р  1.
L*=i 2 JL a=o * = 1 Jдадим уравнением
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых сте­
пенях Z, находим

ф ( / ) ' ,
/«1 /*1

- А , т - 1 , о т - - ,  2 от + Л;1

от, от + —, 2 от - 1 
2

(2ot)j

Введем функцию

^ л о = I  ( o f  К - * .  л о .
к = )

Пусть Р*(0 = ~  + Ро = -т- Отсюда еле-
2 /*1 2

дует, что ^ ^ * ( 0 ц ^ ( 0  = Р * (0 -Р * -|(0

и (0  = Р* (0  + Р*-, (/),(А = 1,2,...).
Таким образом, имеем систему дифференциальных 

уравнений с заданным управлением р(0 для коэффи­

циентов Ф ^Ч О  в разложении функции Ф(г, /) при

каждом фиксированном keN.
Введем в рассмотрение систему

>-;=о,
у,' = - /? ( « - ! ) > > ,  ,

уЛ 2 ) * * ■ ' * '  ( n - j ) y j - p ( n - s ) y ,  
y-i

(5 = 2  л -1 )
линейных уравнений с nocroaHHbnvm коэффициентами.
Обозначим через а д  = {То, „(О.......•••. У п-\,М  ее
решение, удовлетворяющее начальному условию

УЛО)=|о,-4 >->— 7^  ••[ л -1  л - 5  Л - ( л - 1 )
Очевидно, То, п(0 = О на [0; оо). Остальные компоненты 
общего решения находим обычным образом. В силу 
формулы суммирования обобщенной гипергеометри­
ческой функции 4̂ 3 в точке г = 1

^ I .  .  Л
(Л + 1)!

В граничных точках промежутка 0 < / £ 1пМ функ­
ция B^t) имеет значения

5 Л 0 ) = 1 ^ ( 1 - л * |ф 1 ; Ч 0 ) | ' ) ,

(1пА /) = 2 ( l - k ^ lQ ,  1̂  (InM ).
А

Производная В ; ( 0  = - V Z j ^ l ' ’' (О Г  С * .  (О

неположительна при любом дот^стимом управлении р(0- 
Следовательно, с ростом t функция монотонно убьгаа- 
ет от значения В„(0) до значения B,Qi\M).

Для завершения доказательства теоремы применим к 
коэффициентам функции g(z) неравенство типа Лебеде- 
ва-Милина [4], которое устанавливает связь между тей­
лоровскими и логарифмическими коэффициентами фун­
кции g(z)e T^Q, М). Имеем;

g < ( л + 1 )ехр I -  ̂  Z "  — X

х ( 1 - Л |у ; ' ’Ч 0 )  + < ' ” | ' ) }

г ;7 > < ( л  + 1 ) е х р | - ^ В „ , , ( 0 ) } .

Чтобы получшъ в правой части этого HqjaBeHCTBa ве­
личину, не зависящую от выбора / ( г )  е  S ^ (M ), исполь­

зуем неравенство -  В„+1(0) <-В„+ i(biA/) и получим 
g ; ^ > S ( n  + l ) x

L л + li^ i
Теорема доказана.
Следствие 1. Если

g(z) = г + +... + + ... 6 S/ Л / ) ,

то

с ;^ : ;^ л + 1 ) е х р |- ^ |: у , , , , .* „ , ,1 п ( л / ) |( л = 1 ,2 , . . . ) .

Из следствия 1 при Af=oo имеем
Следствие 1  Если

g(z) = Z + +... + + ... 6 S ,,

Я-1 ,

ИЛИ

следующей из формулы (33) [2. С. 556], получаем 
представление:

.........
(5 = 0,...,Л-1Х

Укажем на свойства функций Y,, „(0- Два из них 
выражаются равенствами

р{к  + 1 )Г „ .,.,_„ 0)-крУ „ .,.Л П  = 
< - * - , . » ( 0 + С * . Л 0 Д = 1 . . . . , и - 1 ;
1 ^ , .Л * ) = 0 ( 5  = 0 , . . . ,л -1 ) ,  

которые легко щюверяются. Кроме того, имеет место нера­
венство ТД „ <0 о , 00 ), S = 1  и - 1. Доказательст­

во этого неравенства щюведено с использованием обоб­
щенных гипергеометрических функций [3]. Неравенство 

„ (О  ̂  О указывает на монотонное убывание функции 

Ys, w(0 о тS /  (л - s )  до О при возрастании тот О до 00.

то 1с1;Л<(л + 1)(л = 1,2,...).

П рир= 1  это неравенство анонсировалось в [1]. 
Следствие 3. Если

то

g(z) = Z + CjZ* + . . .+ C„z" + ... е  5 ,

| с „ и л ( л  =  2 , 3 , . . . ) .
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