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О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОМ СВОЙСТВЕ ОТОБРАЖЕНИЙ 
С ОГРАНИЧЕННЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ ГРАДИЕНТА

Для некоторого подкласса отображений с ограниченным потенциалом градиента доказываетея, что «обобщенный прин­
цип длины и площади» является характеристическим свойством этих отображений.

Основным методом исследования метрических и гра­
ничных свойств отображений из классов BL^\k), как 
плоских, так и гфостранственных, является метод, осно­
ванный на систематическом использовании неравенств 
типа «длины и площади» [1-3]. Возникает вопрос: в какой 
мере этот метод соответствует природе этих отображений? 
Для отображений с ограниченными интегралами Дирихле 
доказано [1, 4], что «обобщенный принцип длины и ВП  ̂
"(к), ви^ “ площади» является храктеристическим свойст­
вом этих отображений. Аналогичный результат имеет ме­
сто для гфостранственньк гомеоморфизмов шара с огра­
ниченным потенциалом градиента [5]. В данной статье мы 
распространяем соответствующее утверждение на ACL- 
гомеоморфизмы областей класса [6].

Пусть В" -  евклидово и-мерное пространство, хеЛ", 
x = (XbX2, . . . ,jO U |= (x i*  +x\+ ... + x l)^ \B -m sp  |х1<1;5 
-е го  граница в /?". Если D -  область в пространстве Л”, то 
через до п D обозначим соответственно границу и за- 
мьпсание области Da К'. Пусть

Z), (y )= { x e Z ) : |x -y |< r} .

S , (y )= {xeZ 3:|x -y |= r} .

Область DczlC называется жордановой, если ее граница 
до  гомеоморфна (л -  1)-мерной сфере пространства 1C. 
Область О называется односвязной, если любую замкну­
тую жорданову кривую, лежащую в О, непрерывным пре­
образованием можно стянуть в точку.

Можно показать, что каждая компонента множест­
ва S,(y), 5г(у) * 0  делит односвязную область О ровно 
на две подобласти. Если аеО, уедО к г< \ а -  у|, то 
через d(y, г) обозначим максимальную из компонент 
множества О \ S^y), не содержащих точку а и имею­
щих на своей границе точку у. Пусть Г ^ )  -  относи­
тельная граница области d(y, г) в О.

Определение 1. Пусть OcJC -  ограниченная одно­
связная жорданова область. Будем говорить, что об­
ласть О принадлежит классу областей /Гу, О < у < 1, ес­
ли выполнены следующие условия:

1) для некоторой точки аеО  и каждой точки уедО  су­
ществуют такие числа с(у,у) > 0 и р ,0 < р <  р{а, дО), что

I  — 5 c ( Y , y > r " - ' - 4 V r 6 ( 0 , P ) ,
Г г(у)Р ^х,дО )

где р(х, дО) -  евклидово расстояние от точки х  до гра­
ницы области дО; ds -  элемент площади сферы;

2) существует натуральное число N  такое, что для
почти всех ге(0 , Р) любые две точки х', х"€Г,(у) мож­
но связать на Г^у) цепочкой сферических кругов /Гь 
f^2, •••! /Г,» в том смысле, что /Г,сТг(у), К/ПК^ц * 0  для 
/= 1 ,2, l,x 'eA T i,x"e/L „am<N.

Если SXy) = Г,(у) и коэффициент с(у,у) равномерно 
ограничен по уедО, то будем говорить, что область О 
принадлежит классу К ° .

Теорема 1. Класс АГ® не пуст; шар В е К ° ,  
Vye(0, 1).

Доказательство. Очевидно, что условие 2) опреде­
ления 1 для шара В выполнено. Проверим условие 1).

Пусть г, ф1, (рг,..., ф„-1 -  координаты точки хеВ  в сфе­
рической системе координат с центром в гфоизвольной 
точке yeS, причем угол ф] отсчшывается от награвления

Оу , О < ф1 < 71/2, ф*е [0,2я), /= 2 ,3 , . . . ,  л - 1 .

Легко видеть, что еслиxeS,(y) = {хеВ: | х -  у  | = г}, 
то ф 1б [0, ф), где ф = ф(г) таково, что

U (^  W. Ф2. ф»-|) I = 1 и О < ф < я/2.
Так как при ге(0 , I) функция

U '- , ф. Ф2.......ф »-гИ =  1 +Г^-2гС05ф,
выпукла по ф1е[0, ф) и созф = г/2, то при О < ф/ < ф(г)

|х ( г ,ф ,ф 2  ,..,Ф „_, ) |^ < ( l - r ) ^ - 3 • r < 2 - г ) = g ( r ,ф , ) .

Поэтому, полагая t = , получим

е ds г ds
:=  JSriyjp'' ( х ,д в )  S, ( J ,) ( l - |x |) ’’ 

^ d(?

<(27гГ ' г1 „П-1 .

ч
О - л / i )

1 -г

= ( 2 т г Г 'г " -1
2 ф

г ( 2 - г )

X \ — dtй- 
 ̂ С

) Я - 1

о I 1-Y
что и требовалось доказать.

Замечание 1. Легко видеть, что если область DcJC 
представима как объединение конечного числа ш ^ в  из 
А” ,то  П еК ® .

Определение 2. Функцию k(i):(0, oo)-»[0,-t-oo) бу­
дем называть ядром, если она удовлетворяет следую­
щим условиям:

1) k{t) непрерывна, не возрастает и lim k(t) = » ;/-Л+

2) lk(t)r'dt«x> .
о

Определение 3. Будем говорить, что отображение 

f.D-*lC,f= \fu fi, ..../„[принадлежит классу BL^“(k), 
1 < р  < 00, а е ( -  00, оо), если /  непрерывно в области 
DcJC  и  имеет в О первые обобщенные производные 
^ i /  d x j,i,j=  1, 2, .... л в смысле С.Л. Соболева, для 
которых
Ip.a JA'’ ( / , х > р “ (x,dO yk{\x-y\)dx^<cc

D
ДЛЯ всех точек yeD , где

л ( / ,х ) =
/ ,Д 5 х ,

1/2
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ядроА(0удоалетворяетусловию '’“'< * = 00. где = ( J r , .

Назовем отображение f.D-^P" отображением с ог­
раниченным потенциалом градиента, fe B V ^ k ) ,  если 
feBL^^^k) в D при каком-либо конечном М

При надлежащем выборе ядер к(() классы BW’ “(А) 
включают в себя ограниченные квазиконформные ото­
бражения и отображения с ограниченными интеграла­
ми Дирихле [3]. Мы опираемся на следующее утвер­
ждение, представляющее собой модификацию хорощо 
известного неравенства [2].

Теорема 2. Пусть

и пусть г ,  = Гг(у), уедО , О < Г) ^  г < Гг < р(а, D). 
Тогда для почти всех /•€[/•], Гг]

С0‘ ( / , Г ,  /Л ' ( / , х ) р “ {x,dD )ds,

где (0 Г,) -  колебание отображения /  на множестве
Гп постоянная С = С(я, р, а , у, у).

С ледствие 1. Если k {t) -  измеримая неотрицатель­
ная почти всюду на (0, 1) функция, то в условиях и 
обозначениях теоремы

]Л'’ ( / р с ) р “ (х,5Д)А(1х->'|)йй1:,
<•1 ^ Опг,

'■eh'jl
Пусть ядро А(0 таково, что для некоторых чисел а ,

р, а ^ О ,  0 < Р < л Г “ : ^ А ( О 5 ^ ” -̂
Тогда имеет место следующая 
Теорема 3. Пусть/ -  ACL-гомеоморфизм области 

D cJ^  класса (0 < у < 1) на ограниченную область 
G(zB”. Тогда следующие условия эквивалентны:

\)ГеВ1Г'‘'(к), + а > 0 , 0 < у < 1 ;

2) найдется аддитивная функция множества Ф(/У), 
заданная на подмножествах U cD , такая, что Ф (АУ)< оо, и 
для любой подобласти D = [ J r ,  существует

'■«('•I'j 1
ф { в , ^  )

г е  | г , , Tj |, при котором ш '’ ( / ,  Г,- ) ^
Гг -Г \

Это утверждение можно доказать с помощью не­
равенства (1), используя схему доказательства теоре­
мы 2 [5] для ACL-гомеоморфизмов щара.

Замечание 2. Условие k {i)  < г '  ^(0 < Р < л) можно 
заменить условием на функцию множества Ф:

]Ф '(х )А ( |х -Х (| |)с&<оо для почти всех XoeD.
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