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Вводкгся поюгтие абелевой группы А, вполне транзитивной опюсительно функции <fL'A-*U где 2, -  нижняя полурешетка. С помощью 
згою понятия получены рсзульташ о  вполне характеристических подгруппах и их решетках.

Рассматриваются функции, отображающие абелеву 
группу в нижнюю полурешетку и обладающие рядом 
естественных свойств, обобщающих свойства индикато­
ров элементов />-групп, характеристик элементов групп 
без кручения и высотных матриц элементов смещанных 
групп. С помощью введенных понятий (групп, вполне 
транзитивных относительно рассматриваемых функций и 
(Pi-групп) получены результаты о строении вполне харак­
теристических подгрупп и их решеток для <р/,-групп. 
Применяя эти результаты к абелевым ^^гpyппaм и груп­
пам без кручения, получаем информацию о вполне ха­
рактеристических подгруппах и их решетках для иссле­
дуемых групп.

Пусть А -  абелева группа, L -  нижняя полурешетка и 
cpi -  функция со следующими свойствами;

1) (pi,(pa)>(pi(a) для всякого а^А  и любого эндо­
морфизма т] группы А\

2) (pi(a + Z>)>(pi(o) л  для любых а, be А',
3) <Pi(0) > / для всякого leL.
Пусть /eZ, и А{[) = {аеА\ <Pi(a) > /}.
Л емма 1, А{1) -  вполне характеристическая под­

группа группы А, и если существует
Л = infi{(pi(a) I аеА(1)}, то А{1) =  Л(/,).

Доказательство. Если а, beA(J), то -ЬеА([), так как 
существует уеЕ(А) такой, что yg = -  g  для всякого эле­
мента geA. Поэтому фд(- Ь) S фДА) ^  /. Имеем 

Ф^(д - Ь ) ^  Ф^(а)Аф£,(- Ь) > фДа)лфд(А) > /. 
Значит, А(1) -  подгруппа группы А. Если г]еЕ(А), то 
фДра) > ф/,(а) > /, и поэтому х]аеА(1). Итак, А(1) -  вполне 
хгфактеристическая подгруппа группы А. Пусть сущест­
вует Ii -  шГ/,(ф1(а) I аеА(1). Очевидно, А{1)/сА(1 .̂ Покажем 
обратное включение. Так как для всякого аеА{1) ф£(а) S /, 
то /i ^  /. Пусть аеА{1{ ,̂ тогда фДа) ^  /] > /, и, значит, 
аеА{1). Итак, y4(/i)o4(/), и поэтому y4(/i)=/4(/).

Пусть для абелевой группы А и нижней полуре- 
шетки L задана функция ^>i:A-*̂ L, удовлетворяющая 
свойствам 1)-3), и пусть для каждого непустого под­
множества А' множества А существует элемент т^еЬ та­
кой, что тя = inf ,̂{ф^,(a') \а'еА'}.

Пусть Ml(A) = {тл I А'сА яА ' =Р0}.
Л ем м а 2. Mi{A) -  полная решетка.
Доказательство. Покажем, что всякое непустое 

подмножество множества Ml(A) имеет точную ниж­
нюю грань. Пусть McMi{A), М  Запишем М  в ви-де 
Л / = где для всякого / е /  Ai -  непустое под­
множество множества А.

Пусть А' = \jA i.  Тогда

myu=rn{L{(piia;)\a,eA,}

1С/

{ф д (а ')к  е  А'} = и{ф£(0/)|а, е  А ) ,

и существует

/£/
причем

m = mfL[(pLW\cfeA’}.
Тогда m = },*/ [1. С. 10, теорема 4], и так как

meMi(A), то = {/я^ . Mi(A) имеет наи­

больший элемент ф^(0). Поэтому Mi{A) -  полная решетка [1,
С. 37, теорема!].

Определение 1. Назовем абелеву rpyimy ф/,-группой, 
если всякая ее вполне х^гактеристическая подгруппа S  
имеет вид S=A(l), где leL.

Определение 2, Абелеву группу А назовем вполне 
транзитивной относительно функции фь если для любых 
двух ее элементов а, Ь, для которых фДа) ^  щФХ суще­
ствует эндоморфизм Т1 группы А такой, что = Ь.

Предложение 1. Всякая ф^-группа вполне транзи- 
тивна относительно функции ф/,.

Доказательство. Пусть А -  фi-гpyппa. Предположим, 
что А не является вполне транзитивной относительно 
функции ф .̂ Тогда существуют элементы а, ЬеА такие, 
что ф/,(а) < ф£, но для всякого т| еЕ(А) г\а*Ь. Рассмотрим 
подгруппу 5  = {т)я I Tie£(/1)}. Имеем biS. S -  вполне ха­
рактеристическая подгруппа группы А, и поэтому S =А{1) 
для некоторого leL. Тогда а, значит, ф^(6) > /. От­
сюда ЬеА{1), и так как Alt) = 5, то beS. Противоречие.

Напомним, что частично упорядоченные множества 
Р я F  называются изоморфными (аигиизоморфными), 
если существует биективное отображение ф множества Р 
на множество Р\ такое, что а й Ь имеет место тогда и 
только тогда, когда ф(а) < ф(6) (ф(а) > ф(6)).

Рассмотрим понятие изоморфизма (антиизомор­
физма) полных решеток.

Определение 3. Полные решетки 1 я  U  будем на­
зывать изоморфными (аигиизоморфными), если суще­
ствует биективное отображение ф множества L на 
множество и  такое, что для всякого непустого под­
множества А множества L имеем

ф(51ф;^)= supi. (р/4 и ф(1пГ^/4) = in f^ .ф /4

(ф(зир^/4)=М ^^.ф/4 и ф(щ £^.4) = 8ир^^.фу4).
Проводя рассуждения, аналогичные доказательству 

теоремы 4 из [1. С. 53-54], получим лемму 3.
Лемма 3. Если ф -  изоморфизм (антиизоморфизм) 

частично упорядоченного множества L на частично 
упорядоченное множество L' и одно из этих множеств 
является полной решеткой, то другое множество -  так­
же полная решетка и ф является изоморфизмом (анти­
изоморфизмом) полных решеток.

Замечание 1. Пусть L я L '-  полные решетки я д>- 
изоморфизм (антиизоморфизм) решетки I  на I '  в 
обычном смысле, т.е. ф -  биективное отображение L
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на V  такое, что для любых двух элементов a,beL 
<p(avb) = ф (a)v9 (Z>) и ф (алй) = ф (а)лф(6) (ф (avb) = 
ф(а)лф (й) и ф(алА) = ф (аКф ф)).

Используя то, что в любой решетке L следующие 
свойства элементов а, beL  эквивалентны;

а)айЬ,б) а\/Ь = 6; в) алЬ = о, 
получаем, что ф -  изоморфизм (антиизоморфизм) час­
тично упорядоченных множеств L и L. Тогда по лем­
ме 3 ф -  изоморфизм (антиизоморфизм) полной ре­
шетки L на полную решетку L' (в смысле определения 
3 изоморфизма (антиизоморфизма) полных решеток).

Продолжим рассмотрение ф£-групп.
Обозначим через Ф(/4) решетку вполне характери­

стических подгрупп группы А. Для любой абелевой 
группы А Ф(у4) -  полная решетка.

Теорема 1. Пусть А -  фд-группа и для каждого не­
пустого подмножества А' множества А существует эле­
мент т^еЬ, такой, что = inf£{ф^,(a') Пусть
MdA) = {ntyilA'czA и А' ^  0 } .  Тогда решетка вполне 
характеристических подгрупп группы А антиизомор- 
фна решетке Mi(A).

Дгасазательство. Рассмотрим оюфажение сг.Ф(А) ->Mi(AX 
где для всякой вполне характеристической подгруппы 
S  группы А aS = ms (ms = тГ/,{ф^(у) | seS}). Покажем, 
что ст -  биективное отображение. Пусть leMi(A). Тогда 
существует непустое подмножество А' множества А та­
кое, что / = inf/,{q)(a) | cfeA'}. Рассмотрим элементы труп­
пы А вида v|/iai'+...+v|/*a*', где ksN; а / ,  ..., at’eF(A) фь 
..., ф*бДЛ). Обозначтгм множество всех таких элемен­
тов через S'. 5* -  вполне характеристическая подгруп­
па труппы А. Учитывая условия 1) и 2) для функттии 
Фд, получаем, что I = inft{ф^,(5') U'eS*}. Итак, cS' = /, 
и, значит, о  -  сюръективное отображение.

Покажем, что о  -  инъективное отображение. Пусть 
Si, Sr- вполне характеристические подтрутттты труппы А, 
oS| = , a S j = Wjj и . Учитывая, что А -
фд-груттпа, и используя лемму 1, получаем S, = А{т^^), 
Sj = А{т^^). Отсюда Si = S2.

Если Si и S2 -  вполне характеристические под­
группы группы А, то S 1CS2 тогда и только тогда, ко­
гда oS i>ctS2 (учитываем, что Si = /4(aSi); S2 = АфЗ^)). 
Значит, полньте решетки Ф(А) и Л/д антиизоморфны.

Замечание 2. Пусть р = а”', где о -  отображение 
Ф(И) на Ml(A), рассмотренное в доказательстве тео­
ремы 1 и являющееся решеточным антиизоморфиз­
мом. Из доказательства теоремы вытекает, что если 
1€Ml(A), то р / = А{1).

Частично упорядоченное множество назовем полной 
нижней полурешеткой, если всякое его непустое под­
множество имеет точную нижнюю грань.

Если L -  полная нижняя полурешетка, то всякой фд- 
группе А, для которой задана функция фд, удовлетворяю­
щая свойствам 1)-3), можно поставить в соответствие пол­
ную решетку Mi(A'y={mji\A'<zA и А *0}, где 
=тГд{фд(оО|а'е^'}.

Из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Пусть А -  фд-группа, где L -  полная 

нижняя полурешетка. Тогда решетки Ф(/4) и Л/д(/4) 
антиизоморфны.
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Определение 4. Пусть L -  полная нижняя полуре­
шетка. Будем говорить, что множество McL обладает 
свойством конечной сравнимости в I ,  если для всякого 
бесконечного подмножества M\<iM из того, что и&М и 
M>intA/i, следует существование в М\ такого конечного 
подмножества Mi, для которого и ̂  m^iMl.

Пусть А -  абелева ipynna, L -  нижняя полурешетка 
и -  функция со свойствами 1)-3). Если Л / -
некоторое подмножество множества L, то обозначим 
через А(М ) подгруппу группы А, порожденную всеми 
такими элементами аеА, для которых существует 
т&М, что фд(а) > т. Понятно, что А{М) -  вполне ха­
рактеристическая подгруппа группы А. Пусть фд(/1) =
= {ф д(а)|ае^} .

Теорема 2. Если абелева группа А является фд-груп- 
пой, где L -  полная нижняя полурешетка, то множество 
Фд(̂ 4) обладает свойством конечной сравнимости в L.

Доказательство. Пусть А -  фд-группа, М = фд(̂ 4), MicM,
IMl I >Х, ибЛ/и и > \afiM\- Сущест^етэлемент ЬеА, такой, 
что фд(6) = и. Рассмотрим вполне х^мктеристическую под­
группу A(Mi) группы А. Так как -  фд-группа, то A{Mi)= 
=А(у\ где veZ,, причем по лемме 1 в качестве v можто взял. 
тРд{фд(5) I sea(Mi)}. Имеем т4{фд(^) I seA(Mi)} = in^M- То­
гда A(Mi) =A(mfiMi)- Так как фд(А^тГдМ1, то ЬеА(М{), и 
поэтому Ь = bi+... bn где фд(6,^ь ЧеЛ/ i , ; = 1 ,..., л. Отсю­
да получаем и=фд (6 )^  in^ {ф  ̂(S, Значит, в Mi есть

конечное подмножество Mi= (v,) i.  1 такое, что u^siSMi.
Рассмотрим абелевы р-группы. Пусть А -  абелева 

/7-группа. Обозначим через множество всех возрас­
тающих последовательностей порядковых чисел, мень­
ших длины группы А и символов 00, полагая, что оо бо­
льше любого порядкового числа (если а  = (Оо, Oi.......
. ..)еН^ и а„* 00, то о„< min{On+1, X}, где X-длина труппы 
А\ если же а„ = 00, то a„ +1 = оо). На множестве На введем 
отношение частичного порядка естественным образом: (Оо, 
O i,..., CU ...) < (Ро, Pi.......р „ ...) тогда и только тогда, ко­
гда для каждого кеМо {No -  множество всех целых неотри­
цательных чисел) о* < Р*. Относительно этого порядка На 
является полной нижней полурешеткой (так как в На есть 
наибольший элемент (оо, оо, оо, ..., оо, ...), то На является 
даже полной решеткой).

Пусть ф/,^ -  функция, отображающая А в На, такая, 

что фд^ (о) = Н{а) для всякого а&А (Н{а) -  индикатор

элемента а). Из свойств обобщенных р-высот [2. Р. 182] 
вытекает: (т|а) > ф^^ (а) для всякого аеА и любого

Т16 Д у4); Фд  ̂(а -г fc) > ф ,̂  ̂(а) л ф„^ (Ь) для любых а, ЬеА\ 
Ф |,^ (0 )> а  для всякой последовательности аеНА- По­

этому в рассматриваемой ситуации мы можем использо­
вать результаты, полученные ранее в этой статье.

Говорят, что последовательность а  = (оо, а ь  ..., ..)
ш  На имеет скачок между а* и а* + 1, если а* 1<а* + i 
[3. С. 58]. Последовательность аеНА называется {/-после­
довательностью (для группы А), если каждый раз, когда 
существует скачок между а* и а* +1 а*-й инвариант Уль- 
ма-Капланского группы А (А) отличен от нуля.

Если А ' -  непустое подмножество множества А, то 
через aÂ k) обозначим vN[„^{H{d)\c(eA'} (индикаторы



элементов рассматриваются в группе А) и пусть Мн(А)п 
={а^ Ы'С/4 иА'Ф0}.

Л емма 4. Для любой абелевой р-группы А Мн(А) 
совпадает с множеством всех L̂-последовательностей 
для группы А.

Доказательство. Пусть аеМц(А). Существует не­
пустое подмножество А' множества А такое, что а  = а^ = 
=  {Я(а') I Каждый индикатор Я (а ') явля­

ется Я-последовательностью [3. Р. 59]. Так как inf про­
извольного множества последовательностей в бе­
рется почленно (покоординатно), то -  Я-посяедовзг

тельность. Пусть теперь а  является Я-последовательно- 
стью, а  = (оо, а ,,  ..., а„ ...)  и Я,={и€Яо1 |а„+1<а„+,}. 
Для всякого neNi существует элемент а„ порядка 
индикатор которого имеет единственный скачок между 
о„ и 00, т.е. Н {а„) =  ( а „ - п , а „ - п +  1 ,... ,  а „  со, о о , . . . )  [4. 
С. 9, лемма 65.3].

Пусть Имеем а^.=  {Я(а)|л е  Я ,} =

= (оо, а ........ о „ , ...)  = а . Значит, а&М^А).
Обозначим множество всех Я-последовательнос- 

тей для группы А через ЩА). Из лемм 2 и 4 следует, 
что U{A) является полной рещеткой. Напомним, что ре­
дуцированная абелева /?-группа называется вполне тран­
зитивной, если для любых двух ее элементов а, Ь, для 
которых Н(а) < ЩЬ), существует эндоморфизм ц этой 
группы такой, что Ti(a) = Ь [4. С. 11]. Класс вполне 
транзитивных абелевых /(-групп включает в себя такие 
важные классы групп, как класс сепарабельных /(-групп и 
класс тотально проективных р-групп.

Пусть Н(А) = {Н(а) \ аеА}. Если а е Я .4, то обозна­
чим через А(а.) следующую подгруппу группы А: А(а) = 
= ( a e / i  |Я (а)>а} . i4(a) -  вполне характеристическая 
подгруппа группы А.

Определение 5. Редуцированную абелеву /(-группу А 
назовем Я-группой, если всякая ее вполне характеристи­
ческая подгруппа S имеет вид 5  = А(а), где

Всякая вполне транзитивная абелева р-группа А 
является Я-группой (причем в представлении любой 
вполне характеристической подгруппы S  этой группы 
в виде А(а) можно выбрать а, принадлежащим U(A) 
[4. С. 17, теорема 67.1]).

Из предложения 1 (полагая I  = ) вы­

текает, что справедливо и обратное утверждение. Ис­
пользуя также лемму 4, теорему 1 и теорему 2, полу­
чаем результат.

Теорема 3. Пусть А -  абелева р-группа.
1. А является Я-группой тогда и только тогда, ко­

гда А -  вполне транзитивная группа.
2. Возрастающая последовательность а  ординальных 

чисел, меньших длины группы А, и символов оо является 
Я-последовательностью для группы А тогда и только то­
гда, когда а  = inf,,^ {//(a')ia'eA'}, где А' -  некоторое

непустое подмножество множества ̂ 4.
3. Если А -  Я-группа, то рещетка вполне характе­

ристических подгрупп этой группы антиизоморфна 
решетке U(A).

4. Если А -  Я-группа, то множество ЩА) обладает 
свойством конечной сравнимости в Щ.

Перейдем теперь к рассмотрению абелевых групп без 
кручения.

Прежде чем формулировать дальнейшие результа­
ты, приведем необходимые обозначения и термины, 
используемые в [5].

Пусть X  -  множество, состоящее из всех последовате­
льностей V = (v ‘̂\  V®,..., V®,...), где -  целое неотрица­
тельное число или символ 00 (ieN). Такие последовате­
льности будем называть характеристиками.

Во множестве X  естественным образом вводится 
частичный порядок, а именно v<w тогда и только то­
гда, когда для каждого ieN  Относительно это­
го частичного порядка X  является полной решеткой. 
Пусть П  = {/>1, /?2. ■■■, Рт •••} -  множество всех про­
стых чисел, перенумерованных в порядке возраста­
ния. Если А -  абелева группа без кручения; хеА, то 
характеристика х(х) элемента х в группе А -  это такая 
характеристика v = (v^‘\  v ® ,..., v ® ,...), в которой каж­
дое есть ргвысота Л р, (х) элемента х в группе А (со­
гласно определению характеристика нулевого элемен­
та есть последовательность (да, о о , . . . ,  д а , . . . ) ) .

Пусть (рх -  функция, отображающая А в Х  такая, 
что фл(йг) = Х(^) для всякого аеА. Из свойств /?,-высот 
вытекает: ф.^Т1а) ^  Ц>х(о) для всякого аеА  и любого 
т)€£(>4); (рх{с1+Ь) ^  Ф^(а)лфл(6) для любых а, ЬеА; 
Фл(0) > V для всякой veX. Поэтому в рассматривае­
мой ситуации мы можем использовать результаты 
этой статьи, полагая i  = и ф/, = ф*-.

Определение 6. Редуцированная абелева группа А 
без кручения называется вполне транзитивной, если 
для любых двух ее элементов а и Ь, для которых 
Х(а)^Х(^)» существует эндоморфизм ф этой группы 
такой, что ф(а) = Ь.

В [5] такие группы были названы транзитивными.
Вполне транзитивными группами без кручения яв­

ляются алгебраически компактные, квазисервантно инъ­
ективные [6], сильно однородные [7, 8] и другие абе­
левы группы без кручения.

Пусть А -  абелева группа без кручения. Если veX, 
то обозначим через А(у) следующую подгруппу группы 
А: А(у) = {аеА | x(a)^v}. ^ (v ) -  вполне характеристиче­
ская подгруппа группы А.

Определение 7. Редуцированную абелеву группу А 
без кручения назовем х-П>уппой, если всякая ее впол­
не характеристическая подгруппа S  имеет вид S  = i4(v), 
ToeveX.

Из предложения 1 вытекает
Предложение 2. Всякая х-ф уппа является вполне 

транзитивной группой.
Х-группы в некоторых классах абелевых групп без 

кручения бьши охарактеризованы в [5, 9, 10]. Если А -  
абелева группа без кручения, то для всякого непустого 
подмножества А' множества А через обозначим 
т Ы х ( а ' )  I и пусть

Мх(А) =  {vJ a 'czA иА'чс 0 ] , х(А) =  ( х ( а )  I аеА}.
Так как X  -  полная решетка, то из леммы 2, след­

ствия 1 и теоремы 2 вытекает такой результат.
Теорема 4. Пусть А -  абелева группа без кручения. 

Тогда
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1) Мх(А) -  полная решетка;
2) если А -  х-группа, то решетки Ф(А) и Мх(.А) ан- 

тиизоморфны;
3) если А -  х-группа, то множество х(А) обладает 

свойством конечной сравнимости в X.
Рассмотрим теперь однородные абелевы группы 

без кручения.
Тип / (класс эквивалентных характеристик) будем на- 

зьгаать ргделимым если для всякой характери­
стики V, принадлежащей этому типу, имеем = оо. 

Пусть / -  некоторый тип. Рассмотрим характеристики v, 
удовлетворяющие следующим условиям:

а) V = (v^'\ для некоторой wet,
б) = 00, если тип t />гделим.
Обозначим через F(t) множество, состоящее из всех 

характеристик, удовлетворяющих свойствам а), б), и 
характеристики, членами которой являются только 
символы 00.

Лемма 5. Для любой однородной абелевой группы 
без кручения А типа / Мх(А) совпадает с F(f).

Доказательство. Пусть veMx(A). Существует не­
пустое подмножество А' множества А, что v = 
=т(х{х(о')\а'еА'}. Если А' -  {0}, то v̂ *̂ =oo для всех 
кеМ, и поэтому veF(t). Пусть А' *  {0}. Имеем v <х(а') 
для всякого а'еА', и если а ' О, то xW ^^- Так как для 
любого элемента а 'ех**\а') = оо для всех к, для кото­
рых phA = А, то V**' = 00 для всех к, для которых тип t 
/>*-делим. Значит, \eF{t).

Пусть veF[t). Если = оо для всякого keN, то, 
полагая А' = {0}, получаем v = v,<. Пусть существует 
keN  тжой, что * оо. Если v e /, то выбираем в груп­
пе А элемент а такой, что х(я) = v. Тогда, полагая А’ = 
-  {а}, получаем v = v. Пусть et. Зафиксируем некото­
рую характеристику wet такую, что v<w, и пусть А/ = 
={keN\p'‘A * А]. Для всякого кеМ  существует эле­
мент ateA такой, что (х(д))^*' = и для
любого г * к (reN). Пусть А' = Имеем v.<=
=inf^-{x(a*) I keM)=v.

Замечание 3. Так как М}^А) -  полная решетка, то и 
F{f) -  полная решетка. Пусть F\ -  некоторое множество 
характеристик из F{i). Рассмотрим х^щакгеристики W], W26 
еХ  такие, что I veF]}, W2̂ *^up{v^** I vgF i}
(эти inf и sup рассматриваются во множестве {О,*}, 
упорядоченном естественным образом). Учитывая свой­
ства характеристик, из F[t) имеем W\eF{t), а если F\ -  ко­
нечное множество, то и W2eF (0- Отсюда wj = а
если I F\ I <Хо, то W2 = supfi;,)Fi. Итак, inf любого множе­
ства характеристик в F{f) берется почленно, а в случае, 
когда множество характеристик из F{t) конечно, то и его 
sup в F{i) берется почленно. Покажем, что в случае бес­
конечного множества Fj характеристик из F{A) sup^,)Fi 
может не совпадать с характеристикой W2.

Пусть t -  тип, которому принадлежит характеристика, 
состоящая только из нулей. Для каждого neN  рассмотрим 
следующие характеристики v„;v„ "̂^= 1, О для всякого
т *  п. Для всякого neN  имеем v„e/, и поэтому v„eF{t). 
Пусть Fi = Беря почленно sup характеристик из
множества Fi, получим характеристику W2( 1,1 ........ . 1, ...X
так как не существует х^зактеристики wet такой, что и'2̂ и', 
то WieF{{). Итак, Wi * В нашем примере имеем
sup^oFi=(oo,oo,...,oo,...).

Учитывая, что однородная редушфованная абелева 
группа А без кручения является х-группой тогда и толь­
ко тогда, когда А -  вполне транзитивная группа [5. 
следствие 3.14], лемму 5, следствие 1, замечание 2 и 
предложение 2, получаем такой результат.

Теорема 5. Пусть А -  однородная абелева группа 
без кручения типа t.

1) А является х-группой тогда и только тогда, ко­
гда А -  вполне транзитивная группа.

2) M (̂/1) = F(0.
3) Если А -  вполне транзитивная группа, то соот­

ветствие p:vi->/4(v), где veF (/), определяет антиизо­
морфизм решеток F(/) и Ф(/1).

Если А -  вполне транзшивная группа, то множество 
Х(А) обладает свойством конечной сравнимости в X
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