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Для некоторых классов абелевых р-труш выясняется, будет ли верен аналог известной теоретико-множественной теоремы 
Кантора -  Шредера -  Бернштейна в рассматриваемой ситуации или нет.

Две группы называются почти изоморфными по 
вполне характеристическим подгруппам, если каждая 
из них изоморфна вполне характеристической под­
группе другой группы [1]. Известно, что любая вполне 
характеристическая подгруппа редуцированной сепа­
рабельной р-гругты  G однозначно задается некоторой 
[/-последовательностью а  для группы G [2]; будем 
обозначать эту вполне характеристическую подгруппу 
через G{a.).

Определение. Будем говорить, что пара последова­
тельностей (а, Р) задает почти изоморфизм по вполне ха­
рактеристическим подгруппам в классе редуцированных 
сегсфабельных р-групп, если существуют такие группы G 
и С  из данного класса, что а и р  являются [/-после­
довательностями для групп С 'и G соответственно, G = 
= G '(a ) ,G 'sG (p ) .

Возникают два вопроса;
1) какие пары последовательностей задают почти изо­

морфизм по вполне х^актеристическим подгруппам в 
классе редуцированных сеп^абельных р-групп с конеч­
ными инвариантами Ульма -  Капланского;

2) будет ли из этого почти изоморфизма следовать 
изоморфизм самих групп, т.е. будет ли верен аналог из­
вестной теоретико-множественной теормы Кантора -  
Шредера -  Бернштейна?

В данной работе эта задача решается для пар последо­
вательностей, имеющих конечное число скачков. Ответ на 
первый вопрос дает теорема 5. В теореме 7 показано, для 
каких пар последовательностей аналог теоремы Кантора -  
Шред^за -  Берш тейна всегд а имеет место.

Приведем используемые в работе понятия и факты.
Пусть G -  редуцированная сепарабельная /з-группа, 

а  -  порядковое число. Через p°G обозначается подгруппа 
группы G, определяемая по индукции: = G, p'^^G =
=p{p^G) и p°G  =  П p'‘G , если о  -  предельное порядко-

р<о

вое число. Наименьшее порядковое число а , для ко­
торого p'^^G = p°G, называется длиной группы G [3], 
о-м инвариантом Ульма-Капланского группы G называ­
ется кардинальное число [4]

fd<5)-r(p'’G)\p]/(p'^^G)\p].
Будем обозначать множество целых неотрицательньк 

чисел через Zq. Пусть а  = (оо, Оь ...)  -  возрастающая по­
следовательность ординалов и символов оо (д тя любой 
пары индексов (/,/), где к J, a,<Of, еслиa/^too, и о ,=  с^ес- 
ли а /=  оо). Если а/+1< то будем говоршь, что после­
довательность имеет скачок в a^i. Длиной Ца) последо­
вательности а  называется M{ieZo 1 а  /= оо}; причем Х(а)= 
= 00 тогда и только тогда, когда а* < оо для всех ieZo [4].
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Определение [2]. Возрастающая последователь­
ность ординалов и символов оо а  = (оо, а ь  ...)  называ­
ется [/-последовательностью для группы G, если для 
любого а , ̂  00 имеем а/< т (т -  длина группы G) и кякий 
раз, когда существует скачок в о »  а„_гй инвгриант 
Ульма-Капланского группы G отличен от нуля.

Пусть G -  редуцированная сепарабельная /мруп- 
па, а  = (оо, t t i , . . . ) -  [/-последовательность для группы 
G. Тогда вполне характеристическая подгруппа груп­
пы G, соответствующая данной последовательности, 
имеет следующий вид [2]:

С(а)={«еС|(Л* (g),A* (pg),..,h' (p''g),...)ka},
где h*(g) -  обобщенная /з-высота элемента g.

Следующая теорема будет существенно использо­
ваться в данной работе.

Теорема 1 [5]. Пусть 5  = G(a}- неограниченна! впо­
лне характеристическая подгруппа редуцированной се­
парабельной р-группы G, где а  -  [/-последователь­
ность для группы G. Тогда для всех ieZo

= Е / с ( « , + У ) .  / е 7 о , г д е  А, = а , ^ , - 1 - а , .
J-O

Приступим к решению поставленной задачи.
Обозначим через IV множество, состоящее из всех 

возрастающих последовательностей целых неотрица­
тельных чисел и символов оо, имеющих конечное чис­
ло скачков. Так как редуцированные сепарабельные р- 
груп-пы не содержат элементов бесконечной высоты, 
то легко показать, что пара последовательностей, из 
которых хотя бы одна не принадлежит множеству fV, 
не задает почти изоморфизм по вполне характеристи­
ческим подгруппам в классе редуцированных сепара­
бельных р-групп с конечными инвариантами Ульма- 
Капланского.

Если пара (а , р) задает почти изоморфизм по 
вполне характеристическим подгруппам в классе ре­
дуцированных сепарабельных р-групп, то выполняет­
ся одно из двух следующих условий:

1) Х<а)=Я.(Р)=ле21ь Оо=Ро=0 и каждая последова­
тельность имеет только один скачок;

2) Х(а)=Х.(Р)=оо [6]. Случай, когда X(a)=X(P)=n€Zo, 
Оо=Ро=0 и каждая последовательность имеет только 
один скачок, рассматривается в теореме 2. Случай, ко­
гда Х(а)=А^Р)=оо, -  в теореме 3 (обе последовательно­
сти начинаются с нуля) и теореме 4 (только одна из 
последовательностей начинается с нуля). В оставшем­
ся случае, т.е. когда обе последовательности начина­
ются с положительного числа, имеют бесконечную 
длину и конечное число скачков, всегда существуют 
такие неизоморфные редуцированные сепараб&тьные



р-группы G и G ' с конечными инвариантами Ульма -  
Капланского, что а  и |3 являются G-последовательно- 
стями для групп G ' и G соответственно, G=G'(a), 
G 'sG (p) [7].

Прежде чем перейти к рассмотрению конкретных 
ситуаций, заметим, что если последовательности, за­
дающие почти изоморфизм по вполне характеристи­
ческим подгруппам, имеют бесконечную длину, то 
группы G и G ' -  неограниченные; если же они имеют 
конечную длину, то группы G и G ' -  ограниченные 
(следует из определения САпоследовательности).

Теорема 2. Пусть о. Ре fF, Ца) = Х(Р) = neZk Оо= Ро= О 
и каждая последовательность имеет только один скачок.

1. Пара (а , Р) задает почти изоморфизм по вполне 
характеристическим подгруппам в классе редуциро­
ванных сепарабельных /т-групп с конечными инвари­
антами Ульма-Капланского.

2. Если G и G  -  такие редуцированные сепарабель­
ные /^-группы с конечными инвариантами Ульма- Кап­
ланского, что а и р  являются {/-последовательнос-тя- 
ми для групп G ' и G соответственно, G = G'(ct), G'= 
=G(p), то G=G'.

Доказательство.
1. Пусть mi, m2, .. . ,  т„ -  произвольные натуральные 

числа. Обозначим через G и G ' такие прямые суммы 
циклических р-групп, что/Х О  ’̂ /сСО ~ 'Иг ДДЯ всех /< п. 
Очевидно, что а и р  являются G-последовательностя- 
ми для групп G ' и G соответственно, G = G', G' = 
=G '(a), G = G(P), откуда G = G '(a), G 's  G(P), т.е. пара 
(a , P) задает почти изоморфизм по вполне характеристи­
ческим подгруппам в классе редуцированных сепара­
бельных р-групп с конечными инвариантами Ульма- 
Капланского.

2. Так как обе последовательности начинаются с ну­
ля и имеют только по одному скачку, то G ' “  G '(a), G= 
= G(P), откуда G = G'.

Теорема 3. Пусть о . Р е  fK, Я.(а) = Я(Р) = оо и Оо= Ро= 0.
1. Пара (а , Р)задает почти изоморфизм по вполне 

характеристическим подгруппам в классе редуциро­
ванных сепарабельных p-rpyim  с конечными инвари­
антами Ульма-Капланского тогда и только тогда, ко­
гда обе последовательности не имеют скачков.

2. Если G и G ' -  такие редуцированные сепарабель­
ные р-группы с конечными инвариантами Ульма-Кап­
ланского, что а и р  являются ^-последовательностями 
для групп G ' и G соответственно, G = G '(a), G' = G(P),
T o G s G ' .

Доказательство.
1. Пусть в а  и Р нет скачков. Обозначим через G ' и G 

такие прямые суммы циклических р-групп, что fa{i) 
= /Я/, где Ml -  гфоизвольное натуральное число для всех 
ieZo. Очевидно, что а  и Р являются 1/-последовательнос- 
тями для групп G 'h G соответственно, G = ( J ,G ’= G'(a), G 
= G(P), откуда G = G'(a), G* = G(p), т.е. пара (о, P) задает 
почти изоморфизм по вполне х^акгеристическим под­
группам в классе редуцированных сепарабельных р-групп 
с конечными инвариантами Ульма-Капланского.

2. Рассмотрим случай, когда хотя бы одна из после­
довательностей имеет скачок. Предположим, что сущест­
вуют такие редуцированные сепарабельные р-группы

G и G ' с конечными инвариантами Ульма-Капланского, 
что а и р  являются [/-последовательностями для групп G 
и G ' соответственно, G = G '(a), G' = G(P). Тогда воз­
можны следующие два случая:

-  в а  и р скачок впервые встречается на разных 
местах;

-  скачок впервые встречается на одном и том же 
месте.

а) Будем считать, что р имеет первый скачок в P*+i, 
а а  не имеет скачков в а , для всех /:0 < / < )fc+l. Тогда 
а и р  имеют следующий вид: 
а  = (0 ,..,А :,1 ,Л  + 2 + и, , ..^ k  + m + n„_f , . . . ) ,

Р = (0 , . . ,А ,А  + 2 + /| , t  + 3 + / j  , . ,^k  + m + l + l„, »•••)> 

где о ^ я ,  < « 2  ^ ... и о S /, ^ /j ^ . . . .

По теореме 1 инварианты Ульма-Капланского групп 
G и G 'связаны следующими соотношениями:

f/c(0)=/cr(0).

fp(k)=fa(k),
J^lk+l)=fff{k+l)+...+f(.(k+l+n^),
falk+2)=Jff{k+2+n^)+...+fa{k+2+n^),

fa(k+m):=^ik+m+n„,^)+...+fa(k+m+n„),

fa(0)=fa(0),

/a(k-l)= fa(k-]),
fa  (k)=fa (k)+fa (*+!)+ • • .+/c (А+1+/,), 
fa  (A+l)=/c(*+2+/, )+...+fa(k+2+l, ),

f a  (k+m)=fc (Л+ОТ+1+С )+.■■+fa  (k+nH-l+l,,,,),

(1)

(2)

Подставим (к + l)-e равенство из (1) в (Л + 1)-€ равен­
ство ю  (2). Получаем, чю/с(к) =fo(k) =7^А+1)г-.. .+/а{к + 1+ 
+ /)), т.е. (А+1)-е равенство из (2) имеет следующий вид:

0 = /с(Л + 1)+ ... + /с(Л + 1 + / , ) ,  (3)
OTKymfdik + 1) = 0. Тогда (А+2)-е равенство из (1) прини­
мает вид 0 =;&(*+ 1)+...+/с(^+ 1 + Л]), откуда^ (А: + 1) = 0. 
Таким образом,7с(^ + 1) = 0 иу^(А + 1) = 0. Покажем, что 
fd^k + т) = о к /а  (к+ т) = о для всех натуральных т. Ис­
пользуем метод математической индукции. Допустим, что 

/с(А  + /) = 0 и /с .(А  + 0  = 0 (4)

для всех гЛй i йт. Покажем, что fa ik  + т + 1) =  0 и  
fa ik  + /и + 1) = 0. Запишем первые (А + m + 1) равенств 
из (2), учитывая (3) и (4):

/с ( 0 )  = /с (0 ),

f a ( k - l )  = fa (k - \) ,
0 = /с(А  + 1) + ... + /с(А  + 1 + /,), (5)
0 = Ус (^ + 2 + /,) + ... + У^(А + 2 + /2),

о = /с(А  + т  + 1 + /„ ) + ... + /с(А  + от + 1+

fa ik  + т + I) входит в правую часть некоторого равенст­
ва из (5), имеющего нулевую левую часть, следовательно, 
7&(А + m + 1) = 0. Тогда первые (А + m + 2) равенств из (1) 
гфинимают вид, из которого следует, что/о{к + m + 1)= 0. 
Таким образом, доказано, что/а(к + т) = 0 afoik + т) = 0 
для всех натуральных т. А это противоречит тому, 
что группы G и G '— неограниченные:
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/с(0) = /с-(0),

/ cW  = / g W .
О = /с '(*  + 1) + .. .  + /с (А  +1 + л,),
О = /с (Л  + 2 + Л|) + .. .  + /с (А  + 2 + Wj),

О = /с '(*  + /и + + /д.(Л + m + л„),
0 = /о(* + 'и + 1 + и„) + ... + /с(А + »л-1 + л„̂ ,).

б) Рассмотрим случай, когда в а  и р скачок впервые 
встречается на одном и том же месте, будем считать, что 
в (х*ц и Р*ц. Тогда а и р  имеют следующий вид:

а  = (0...... Л.А + 2 + И,....... k + m + n„_^,...),
Р= (0 , . . ,А ,Л +2 + / ,  , . . , А + т + / „ _ , , . . . ) ,

где О < «1 < П2 < ... и О < /] < /г ^  ... .
По теореме 1 инварианты Ульма-Капланского групп 
G и G ' связаны следующими соотношениями;

f/o(0)=/a(0).

/с (к -\)= /а (к -1Х
fc  W = fc  W + /g (*+!)+ —+/ff (^+ l+ « i),
/ с  (*+0=/(7 ( i+ 2+ л ,)+ ...+ fc (к+2+п),

faik+m)=fa {k+m+n„)+ ...+ /<, (i+m + 1+ л ^ ,),

©

[ / c- ( 0) = / g ( 0),

f o { k - \ )  = f a i k - \ ) ,
U  W = fa  ( * ) + / g (* + » )+  -  + / g (А + 1+ /. ).
/ g- (* + 1 ) = / g ( * + 2 + / ,  )+  ... + / g (к + 2+l, ), (7)

/ с  (k + m )= fa {k + m + l + l„ )+  ... +
+ / c ( *  + OT + l + /„^, ).

Подставим (к + l)-e равенство из (6) в{к+ 1)-е равенст­
во из (7). Получаем, что О = 7о(^+  1) + ... +7с’(Л+ 1 + ” i) + 
+fa(k+ 1) + ... +М к+  1 + А), откуда;^ (Л + 1 )^ , ...,^?(Л +
+1 + « i) = 0 h7g (^+ 1)=0...... /о(к+ 1 + /1) = 0.Тогда(*+ 1)-е
равенство из (6) и (Л + 1)-е равенство из (7) имеют следу­
ющий вид:

fc (k ) = fa ik ). (8)

Итак, получено, что /а{к+  1) = О и^с' (* + 1) = 0. 
Покажем, что fc (k  + т) = 0и /а (к  + т) = 0 для всех нату­
ральных т. Для этого воспользуемся методом матема­
тической ин-дукции. Допустим, что

/ g(A + о  = о и /д .(*  + 0  = 0 (9)

для всех /:1 ^  i ^  т. Покажем, что fc (k  + т + 1) = 0 и  
/а {к  + т + 1) = 0. Запишем первые {к + т+  1) равен­
ства из (6), учитывая (8) и (9):

fo W = fG -(0 ) ,

0= fc-ik+ i)+ —+ fa '(k+l+n^), ( 10)
0 = / g' ( ^ + 2 + и , ) + . . .+ / д. (A+2+Wj ),

0= / g- (к+т+\+п^ )+ ...+ /с -  {к+ т + \+ п^  ).

fa{k + т + \) входит в правую часть некоторого равенст­
ва из ( 10), имеющего нулевую левую часть, следователь- 
40,70- (Л + /я + 1) = 0. Рассматривая (7), аналогично полу- 

34

чаем, чтоfc(k  + от + 1) = 0. Таким образом,7о(Л + от) = О и 
fo (k  + т) = 0 для всех натуральных от. А это противоре­
чит тому, что группы G и G  -  неограниченные.

2) Так как обе последовательности начинаются с 
нуля и не имеют скачков, то G ' = G '(a), G = G(P), от­
куда G = G'.

Теорема 4. Пусть а . Ре Ж, Х(а) = А(Р) = оо,Оо9ьОиРо=0.
1. Пара (а , Р) задает почти изоморфизм по вполне 

характеристическим подгруппам в классе редуциро­
ванных сепарабельных р-групп с конечными инвари­
антами Ульма-Капланского.

2. Если G и G  -  такие редущфованные сеп^абельные 
р-группы с конечными инв^иангами Ульма-Капланско­
го, что а  и Р являются ^-последовательностями для групп 
G и G  соответственно, G = G'(a), G' = G(P), то G = G'Torria 
и только тогда, когда в Р нет скачков.

Доказательство.
1. Так как в а  и Р конечное число скачков, они име­

ют следующий вид:
а=(5 + Л(, ,5 + 1 + И, ,..,5 + А + И* ,S + *  + 1 + Wj ,...),

р = (0 + /о ,1 + /, ,...,от + /„  ,от + 1 + /„  ,от + 2 + /„  ,. . .) ,

где 5 > О, «0 = О < Л) < ... л*, /о= О < А ^  ... /„.
Найдем такие группы G и G ' с конечными инвари­

антами Ульма-Капланского, разложимые в прямую сум­
му циклических групп, что а  и Р являются G-последо- 
вательностями для групп G и G ' соответственно, G = 
=G '(a), G ' = G(P). Для этого достаточно найти все ин­
варианты Ульма -  Капланского этих групп. По теоре­
ме 1 имеем следующие системы уравнений для нахо­
ждения инвариантов Ульма-Капланского:

/с (0) = /ff (-5)+- • •+/o-('S+'’i).

/о(*-1)=/г7(«+*-1+я*-1)+-+/о-(-^+*-1+ '»*).(11)foik) = fab+ k+ n^\ 
fa{k+\)=fa{s+k+\+n^y.

/с(0) = /о(0)+...+/о(А).

/с.(от+1) = /о(от+1+/„).

Обозначим через t = шах {от, Л}. Запишем системы 
( 1 1 ) и ( 12), отбросив первые t уравнений: 

fa (0=/о' (^+'+л*).
(13)

/ о  ('+<’)=/о- (.s+l+t'+n^ );

(14)

Рассмотрим первые (/ + 1) уравнений системы (11), 
учитывая ( 12), (/ + 1)-м уравнением полугенной системы 
будетТс^О =fa{s + t + nk+ /»,). Решим этгу систему относи­
тельно)&(0), ...,7с (0. полагая остальные неизвестные сво­
бодными. Так как каждое г-е уравнение данной системы не 
содержит справа слагаемых fc  (/) для всех j  < i, матрица 
этой системы является верхнетреугольной причем на глав­
ной диагонали находятся только единищы,т.е. ее определи­
тель отличен от нуля. Таким образом, дгашая система име­
ет решение. Легко показать, что сущеопует такое реше-



ние, что Уо(0 -  нпуральное число для всех / : 0</<5  + / +
+«*+ 1т.

Найдем оспльные инварианты Ульма-Капланского 
группы G, т.е. ̂  (О для всех i > s + t + nt + 1„̂ Запишем 
систему (13), учпывая (14):

/о  0 + 1) = / с  ( /+ l+ y ( j+ n * + /„  )),у>0;
/ с  (^+2) = / g ' / + 2+ у (5+ и,+ /„  )),у > 0;

/с ( /+ л -и * + ,„ )= /с ( /+ 5 + л * + /„ + у (5 + л * + /„ ) ) ,у > 0 .

Из этой системы находим fa  (i) для всех i> s + t + nt+l„.
Очевидно, что они также все натуральные. Инвариан­
ты Ульма-Кагаанского группы G' находим из систе­
мы ( 12).

Все инв^иазты Ульма-Капланского групп G и С  -  
натуральные числа, следовательно а  является [/-последо­
вательностью дш группы O', а р -  для группы G.

2. Пусть G и G ' -  такие редуцированные сепарабель­
ные р-группы с конечными инвариантами Ульма-Кап­
ланского, что а и р  являются ^-последовательностями 
для групп G и G  соответственно, G = G'(a), G’ = G(P).

Если в Р нетскачков, то G = G(P), откуда G = G'.
Если в Р есть скачок, то существует такое наи­

меньшее /■ (О < j  ^ ) ,  что /j Ф). Покажем, что существу­
ет / S О, что fc(i) * f a  (0 . этим будет доказано, что 
группы G и G '-  неизоморфные.

Допустим, что fa (/) =fo (i) для всех / ^  0. Тогда инва­
рианты Ульма-Капланского группы G связаны следую­
щими соотношешями (следует из теоремы 1):

7 о ( 0 )  = / с ( 0 ) ,

f a U - 2 )  = f a U - n  
fa  ( / - 1 ) = /с  ( / - 1 ) + -  + / с  + ̂  ). 
fa  (J)  = f c  J + lj ) + ••■ +f a  (/+ ^y + i )>

fa  + )+ ...+ fa + ),
f o ( ' ”) = f a ( '” + lm )>
f a ( m  + l ) = f c { m  + \ + l^  ).

Из f-ro равенства следует, что/с(/) = 0 ,.. .,)&(/ - 1  + ̂ )= 0.
Тогда fa  ii + Ij) = о, так как входит в правую часть 
(/■+1)-го равенства, а ^ ( / )  = 0. Покажем, применяя ме­
тод математической индукции, что fa { i) -Q  для всех />
>j + Ij. Пусть fail) = о для всех i \ j  + l j ^ i < m - \ . f c  (т) 
входит в правую часть некоторого А-го равенства, где 
J + 1<к<т. Это равенство имеет нулевую левую часть,
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следовательно, fa (т) = 0. Таким образом, fa (S)~  ^ Д™ 
всех /■ > у  -ь а это противоречит тому, что группа G -  
неограниченная.

Из вышеизложенного вытекают такие результаты.
Теорема 5. Пара последовательностей (а , Р), где 

а , PefV, задает почти изоморфизм по вполне характе­
ристическим подгруппам в классе редуцированных се­
парабельных р-групп с конечными инвариантами Уль­
ма-Капланского тогда и только тогда, когда выполня­
ется одно из трех следующих условий:

1) Оо+ Роч  ̂о, Х(а) = Х,(Р) = оо;
2) Оо + Ро = о, Х(а) = А,(Р) = да и каждая последова­

тельность не имеет скачков;
3) Оо + Ро = о, Х(а) = Х,(р) = neZo и каждая последо­

вательность имеет только один скачок.
Теорема 6. Пусть пара последовательностей (а , Р), 

где а . Р е Ж, задает почти изоморфизм по вполне ха­
рактеристическим подгруппам в классе редуцирован­
ных сепарабельных р-групп с конечными инварианта­
ми Ульма-Капланского.

1. Если одна из последовательностей начинается с 
нуля и имеет конечную длину, то группы G и G ' -  ог­
раниченные и G = G'.

,2. Если одна из последовательностей начинается с 
нуля и в ней нет скачков, то группы G и G ' -  неогра­
ниченные и G =  G'.

3. Если одна из последовательностей начинается с 
нуля, имеет бесконечную длину и хотя бы один скачок, 
то группы G и G '-  неограниченные и неизоморфные.

4. Если же каждая из последовательностей а, Р не 
удовлетворяет условиям 1), 2) и 3), то

а) группы G и G '-  неограниченные;
б) существуют неизомсффные редуцированные сепара­

бельные р-группы G и G ' с конечными инвариантами Уль­
ма-Капланского, такие, что а и р  являются G-последова- 
тельностями для групп G ' и G соответственно, G s  G'(a), 
G- = G(P).

Теорема 7. Пусть G и G ' -  редуцированные сепа­
рабельные р-группы с конечными инвариантами Уль­
м а- Капланского, почти изоморфные по вполне ха­
рактеристическим подгруппам, т.е. G = G '(a), G' = 
G(P), где а , PeJV-  G-по-следовательности для групп 
G ' и G соответственно. Если хотя бы одна из последо­
вательностей начинается с нуля, то G  = G' тогда и 
только тогда, когда эта последовательность не имеет 
скачков или имеет конечную длину.
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