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КЛАССЫ КОМПАКТОВ, ИМЕЮЩИХ ПОЛУРЕШЕТКИ РЕТРАКЦИЙ
Рассматриваются топологические пространства, на которых может быть введена структура разрешающей полурешетки рет­
ракций. Доказывается ряд структурных теорем о пространствах, имеющих такие полурещетки. В частности, доказано, что не­
прерывный образ компакта Вальдивиа снова является таким же компактом, если на некотором 1-подпространстве заданное 
отображение является факторным.

§1. Базисные понятия и конструкции
В работах автора [1, 2] рассматривались системы 

ретракций на топологических пространствах с опера­
цией композиции в качестве умножения. Напомним, 
что ретракциями называются непрерывные отображе­
ния г : такие, что г = г г. Если ретракции Г\ и Гг
коммутируют, то их композиция будет также ретрак­
цией на пересечение ri(X)Or2(X). Следовательно, лю­
бая система 5R попарно коммутирующих ретракций 
будет образовывать алгебраическую структуру с этой 
бинарной операцией. Легко видеть, что эта операция, 
кроме коммутативности, является также ассоциатив­
ной и идемпотентной. Такие структуры принято назы­
вать полурешетками [3]. Всякая полурешетка допус­
кает некоторое естественное отношение порядка [3], 
которое в нашем случае может быть определено сле­
дующим образом: r i^2  тогда и только тогда, когда 
Г|(^0 является подмножеством в Г2(Х). Будем рассмат­
ривать эти структуры с некоторыми дополнительными 
свойствами, описанные в следующих определениях.

Определение 1. Пусть X  -  топологическое про­
странство. Семейство 5й(Л ,̂ элементами которого яв­
ляются ретракции пространства X, будет называться 
разрешающей полурешеткой ретракций при выполне­
нии условий:

(9^1) если Г|,Г2 еЩХ), то Г1 Г2 =-Г2 Г\еЧЯ\
(5R2) для любых Гх,Г2еЩХ)  существует Гзб91(^0 

такое, что Г1̂ з  и Гз^з;
(5R3) совокупность всех открытых множеств С ь Х ,  

являющихся г-отмеченными (т.е. такими, что G = г ”‘(С7)), 
по крайней мере, для одного ге91 образует базу топо­
логии ъХ.

Кроме перечисленных базовых свойств, мы будем 
рассматривать также следующие дополнительные свой­
ства семейства 91(Л):

(5R4) полурешетка 5Н(Л) называется накрывающей, 
еслиЛ"* yj{r{X); гб5й};

(5R5) пусть Л  -  некоторое семейство компактных 
подмножеств в гфостранствеЛ^ Полурешетка (Л) называ­
ется Л-непрерывной, если для всякой возрастающей 
трансфинигной последовательности {г„; о<Р}в 1R(A!), для 
которой существует точная верхняя грань г = 5ира<рг„ 
для всякого компакта К е \  и для всякого открытого мно­
жества G, содержащего в себе г{К), найдется Оо такое, 
что rJJCyzG для всех а  таких, что Оо<р.

В последнем условии мы всегда будем предпола­
гать, что 5Я(Л)сЛ, т.е. г{К)^Х, если re5R, КеК. Если Л 
состоит из всех одноточечных подмножеств, мы будем 
употреблять термин «точечно непрерывная полурешет­
ка», а если Л состоит из всех метризуемых компактов, 
то термин «т-непрерывная полурешетка». Если это ус­

ловие выполняется для всех компактных подмножеств, 
то полурешетку 91(А!) будем называть /Г-непрерывной. 
В §3 этой статьи мы определим также понятие просто 
непрерывной полурешетки, которое связано с ювест- 
ным определением непрерывной сходимости последо­
вательностей функций.

Пусть Я, -  некоторый бесконечный кардинал.
(5R6) полурешетка 5R(A) называется Я,-полурешеткой, 

если сетевой вес ии<г(Л))^ для каждого ге  91;
(917) полурешетка 91(Л0 называется Х.-полной, если 

любое подмножество в 91(Л) мощности <к имеет в 
нем верхнюю грань. Полурешетка, которая является 
Я.-ПОЛНОЙ для любого кардинала X, будет называться 
просто полной.

Будем рассматривать точечно непрерывные полу­
решетки. В этом случае для точной верхней грани г 
трансфинитной возрастающей последовательности 
{га, а< р ) элементов в 91(A) множество г(Х) будет рав­
но замыканию объединения иа<рГа(А). Условие точеч­
ной непрерывности системы 9? можно определить и 
иначе. Для этого заметим, что 5R есть подмножество в 
пространстве С{Х, Y) всех непрерывных отображений 
/  X-¥Y. Если это пространство наделить топологией 
поточечной сходимости, то на систему 91 индуцирует­
ся именно та топология, которая обеспечивает нуж­
ную нам сходимость монотонно возрастающих после­
довательностей. О других топологиях на множестве 
ретракций 9? будем говорить в §3.

Описанные выше системы ретракций существуют на 
подмножествах тихоновских произведений i f  или f ,  где 
I  = [О, 1] -  сегмент на вещественной прямой R, которые 
<о(орошо» расположены в этих произведениях. В частно­
сти, к ним относятся £-произведения произвольных се­
мейств А^;уе Г} сепарабельных метрических пространств, 
которые состоят из всех точек х=(̂ Су)гег тихоновского 
произведения у которых носитель suppr=
={у€Г; не более чем счетен, где а={а, ГуеГ} -  неко­
торая фиксированная точка, называемая центром в Е. Бу­
дем также в этом случае говорить, что Z является £- 
оболочкой точки а в соответствующем тихоновском 
произведении. Символом Е(А', Г) будем обозначать такие 
Е-произведения, в которых все сомножители совпадают с 
X. Особое значение имеют подпространства Со(Г) и о(Г) в 
Е(Л, Г)- Первое из них состоит из всех точек х, для кото­
рых конечны множества (уеГ; 1 Ху | ^ } , каково бы ни бы­
ло 6>0, а второе -  все точки с конечным носителем. Ком­
пактные подмножества Е(/, Г) называются компактами 
Корсона, а компакты Х в  , для которых пересечение 
АпЕ(Г) всюду плотно в А', -  компактами Вальдивиа. Ос­
тальные определения стандартны и могут быть найдены 
в [4-6].
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Теорема 1. Произведение имеет /^-негрерывную 
полную разрешающую полурешетку ретракций 5R, которая 
может бьпъ стратифицирована (т.е. представлена в виде 
объединения своих частей) на подполурешетке 5R, которые 
ЯЕпяются А,-полурешетками для каждого бесконечного кф- 
диналаX,меньшего мощности | г | .

Доказательства Для произвольного подмножества А в 
Г обозначим через га ретракцию, заданную формулами: 
(r^jc)), = X, если уеА, и (га (х))̂  = о, -  в щхливном случае. 
Определим = {г/, АсТ, \ А | и 91 = Легко щюве- 
ршъ, что эти семейства являются искомыми.

Описанную в теореме 1 систему ретракций будем 
далее называть стандартной.

Определение 2. Пусть пространство X  имеет по­
лурешетку ретракций 91. Подпространство У в Л" назы­
вается почти 91-инвариантным, если существует под­
множество 91' в 91 такое, что для каждого ге91 суще­
ствует г'е9?'такое, что г ' > г и г ' (У)сУ. Если это усло­
вие выполняется для 91' = 9?, то подпространство У на­
зывается просто инвариантным. Подмножество 91' на­
зовем замкнутым, если оно содержит все верхние гра­
ни возрастающих трансфинитных последовательнос­
тей, которые существуют в 91.

Замечание 1. Легко видеть, что дополняя семейст­
во 91' всевозможными композициями его элементов, 
мы получаем разрещающую полурещетку ретракций 
на подпространстве У.

Благодаря этому замечанию непосредственной про­
веркой нетрудно убедиться в справедливости следующей 
теоремы.

Теорема 2. Пусть пространство X  имеет разрешаю­
щую полурешетку ретракций 91(Х) и У -  почти 9?-инва- 
риангное подпространство в А" (относительно некоторого 
подмножества 91' в 91). Тогда пространство X  также име­
ет разрешающую полурешетку ретракций 91(У). При этом 
система 91(У) будет являться накрывающей, Х.-полурешет- 
кой, Х.-ПОЛНОЙ полурешеткой каждый раз, когда анало­
гичным свойством обладает полурешетка 9?(А). Если 5R' 
замкнуто в 9t(X) и последняя система является Л-непре- 
рывной, то 9t(Y) будет также Л(У)-непрерьшной систе­
мой ретракций относительно системы Л(У) всех компак­
тов из системы Л, содержащихся в У.

Очевидны также следующие утверждения.
Теорема 3. В произведении инвариантными под­

пространствами (относительно стандартной системы ре­
тракций) являются ЦЛ, Г)> сь(Г) и а(Г). Следовательно, 
каждое из этих подпространств имеет ХГ-непрерьшную 
полную разрешающую полурешетку ретракций, которая 
дополнительно является поглощающей.

Теорема 4. Произведение семейства сепарабельных 
метрических пространств является почти 91-инвари­
антным подпространством в произведении i f  относи­
тельно системы ретракций, соответствующей замкну­
тому подмножеству в стандартной полурешетке рет­
ракций в i f .  Следовательно, любое Z-произведение (а 
также о-произведение и со-произведение) сепарабель­
ных метрических пространств имеет /^-непрерывную 
полную поглощающую разрешающую полурешетку 
ретракций.

Последняя теорема избавляет нас от необходимос­
ти раздельного изучения разного типа произведений -  
достаточно обходиться случаем произведения i f  и раз­
личных его подпространств. Наше следующее утвер­
ждение дает возможность обходиться некоторой мини­
мальной са-полурешеткой ретракций на «малые» под­
пространства, которую можно при необходимости «на­
сытить» до полной системы ретракций. Напомним, что 
i-весом iw(X) пространства X  называется наименьший 
кардинал X, для которого на X  существует более сла­
бая хаусдорфова топология веса X (иначе говоря, это 
есть наименьший из весов пространств, на которые 
пространство X  можно уплотнить).

Теорема 5. Пусть 91 является накрывающей точеч­
но непрерывной (соотв. /и-непрерывной) со-полной раз­
решающей со-полурешеткой ретракций на простран­
стве X. Тогда для каждого бесконечного кардинала X 
на этом пространстве существует накрывающая точеч­
но непрерывная (соотв. т-непрерывная) Х-полная раз­
решающая Х-полурешетка ретракций 91, причем выпол­
нены условия: (1) при ге91я.; (2) 91 = 9t„,c9?x,c9?;^. при ©< 

< X < X'; (3) если ге 91 и т> ( г(Х)) < d(r (X)) < Xd(r (Л)) < X 

при Х ^ ',  то ге9?х.
Доказательство. Пустъ/Г-метризуемый компакта Х  В 

силу (914) и ш-полноты системы 91 найдется re5R, для ко­
торого г(Х) содержит всюду плотное подмножество го К. 
Так как ретракты всегда являются замкнушми подмноже­
ствами, то Ксг (А). Из (916) заключаем, что для каждого 
гб91 пространство г{Х) имеет счетный сетевой вес и это 
позволяет считать, что условия (1)-(3) теоремы вьшолнены 
при X = (0. Далее предположим, что для всех кардиналов, 
меньших X, уже построены семейства ретракций, которые 
удовлетворяют всем необходимым требованиям. Пусть 91' 
есть объединение всех этих семейств. Если рассмотреть 
теперь произвольную возрастающую систему {г„; а  < Р) в 
9?' и взять ге91, то семейство композиций {г г„; а  < Р) со- 
держзтг не более счетного числа попарно различных эле­
ментов. В противном случае множество г(Л) содержит не­
счетную строго возрастающую последовательность замк­
нутых подпространств г {rJX)), что несовместимо со счет­
ностью сетевого веса пространства г (Л). Отсюда следует, 
что для каждой точки хеХ  существует предел последова­
тельности rjx) гфи а->р. Это однозначно определяет ото­
бражение Гр. Докажем непрерьшность этого отображения.

Пусть G -  окрестность точки гр(х). В силу (913) мо­
жем считать, что G = г ~'(G). Это влечет г(гр(х))б0 и, 
значит, г (Го(х))еС для всех достаточно больших а, что и 
требовалось доказать. Равенство Гр* = Гр очевидно. Та­

ким образом, некоторое семейство ретракций построено, 
обозначим его 9?х- Если последовательность {г<,:а < Р} 
имеет длину Р ^  X, точечно непрерывна и iw (rJX)) < 
^ г р А )  < X для каждого о , а  < Р, то условие точечной не- 
прфьганости влечет неравенства л(гр(А)) ^  X и т(гр(А)) $ X 
Первое го этих неравенств очевидно, а если зафиксиро­
вать уплотнение фа: rJXy-^Za на пространство веса < X, то 
обычное диагональное произведение отображений ф„ Гц, 
а  < Р является в силу точечной непрерывности уплотне­
нием пространства Гр (А) на подпространство в прогове-
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дении n{Za; а  < Р), имеющем вес й к. На этом завершим 
до-казатель(пво теоремы.

Таким образом, для топологических пространств, в 
которых /-вес или плотность их замкнутых подпрост­
ранств равны их сетевому весу (таковы, например, все 
компактные хаусдорфовы пространства и все моно­
литные пространства), разрешаемая полурешетка рет­
ракций всегда может быть «раздута».

§2. Полу решетки ретракций 
и уплотнения

В этом параграфе мы развиваем известный метод 
Д. Амира и Дж. Линденштраусса [7] построения уп­
лотнений в произведения. При этом мы видоизменяем 
этот метод и придаем ему топологический характер. И 
нас интересуют не только уплотнения в пространство 
со(Г). но и в другие тестовые пространства, например 
в Z-произведения. Суть метода, о котором мы ведем 
здесь речь, заключается в том, что вместо структур 
типа полурешеток ретракций строятся «длинные по­
следовательности» ретракций, структура которых опи­
сана в следующем определении.

Определение 3. Пусть X  -  пространство /-веса X. 
Семейство ретракций (Гц; со ^  а  S А.} в пространстве X  
называется проекционным разложением единицы, если 
выполнены условия;

(а) Га Гр = ГрГа=Га при СО < а  ^  Р S А.;
• (б) гх -  тождественное отображение на X,

(в) iw (Га(Х)) < а  для каждого а , со ^  а  ^  А,;
(г) (точечная непрерывность) для каждого преде­

льного ординала а  и любой точки х е Х  выполнено
Г а (х )  =  Н т р < а Г р (х ) .

Теорема 6. Пусть {г* со < а  < А,} -  проекционное раз­
ложение единицы на топологическом пространстве Л! То­
гда если теснота /(А) пространства X  счетна, то выполнено 
условие: (♦) -  множество {г„; со < а  < А, rjx) *  Ган(х)} не 
более чем счетно для каждой точки хеХ.

Доказательство. Предположим, что множество, указан­
ное в С"), не является счетным. Тогда оно очевидным обра­
зом гомеоморфно несчетному отрезку ординалов со стан­
дартной порядковой топологией, откуда сра:^  ̂следует не­
счетность тесноты гфостранства АГ.

Теорема 7. Пусть в пространстве X  каждое замкну­
тое подпространство допускает проекционное разложе­
ние единицы, удовлетворяющее условию (*). Тогда су­
ществует уплотнение пространства X  на некоторое под­
пространство в ЦЛ, Г)- В частности, если X  компактно, 
тоХ- компакт Корсона.

Доказательство. Утверждение очевидно г^ги /и<А) й  ш. 
Предположим, что оно уже доказано для всех гфост- 
ранств /-веса < А и пусть /и<А) = А. Рассмотрим проекци­
онное разложение единицы {га; (о < а  ^  А} вХ , удовле­
творяющее условию (*). Так как каждый ретракт г„(А) 
является замкнутым подпространством в А" и его /-вес < А, 
то по предположению индукции существует уплотнение 
Фа: Га(Х)->ЦК, Го), (О < а  < А, причем можно считать, что 
Га, = У  и все множества в семействе (Га; са 5  о  < А} по­
парно дизъюнктны. Положим Г = А{Га+ь (О 5  а  < А}. Оп­
ределим отображение ф: X-^Pf формулами: ф(хХи) =

=фа,(Гш (д:)) (и), при пеМ ф (х) (Р) =  ф„ + 1 (га + 1 (х)) (Р) при 
РбГа+1, ® ^ а < А .

Это отображение непрерьшно, так как является диаго­
нальным произведением семейства непрерывньк отобра­
жений. Проверим его иньекгивностъ. Пустьх, у - различ­
ные точки. Обозначим через у наименьший ординал такой, 
что Гу (х) * Гу (у). Случай у = © очевиден, гфедположим у > ш. 
В сшу точечной негферывности системы ретракций фди- 
нал у не может быть предельным, поэтому у = а  + 1. Тогда 
rJx) = rjy )  и r„+i(x) *  r„+i(y). По гфедыдущнм предполо­
жениям отображение фо+| Го |̂ обязано различить послед­
ние две точки, что с учетом предшествующего равенства 
влечет ф (х) ̂  ф (у). Осталось только заметить, что оф аз X  
Гфи отображении ф лежит в ЦЛ, Г) в силу условия (♦).

Поскольку компакты Корсона имеют счетную тес­
ноту, то мы видим, что в случае компактных прост­
ранств условие (*) фактически эквивалентно счетной 
тесноте рассматриваемого пространства.

Замечание 2  Уплотнение в пространство о(Л“, Г) вме­
сто рассмотренного выше мы получим, если заменим 
условие (*) на следующее (*'): множество {а; © < а  < А, 
1’а(х) * Га+1(х)} конечно ДЛЯ каждого хеХ.

Для произвольного отображения ф : X-*Y  обозна­
чим через ф* отображение пространств непрерывных 
функций C(Y)->C(X), заданное формулой.

Теорема 8. Пусть X  -  компакт Вальдивиа. Тогда 
существует линейное уплотнение Т: С(Л)->со(Г) с нор­
мой I Г|| = 1, причем это отображение будет непрерыв­
ным и при наделении обоих пространств топологией 
поточечной сходимости.

Доказательство этой теоремы хорошо известно 
[4,7], поэтому мы его опускаем. Заметим только, что 
условие (*) надо заменить на (**) ниже и вести рассу­
ждения по примерно той же схеме, что и в предыду­
щей теореме.

(**) Для каждого е > О и любого /еС (Л ) множест­
во {а; © < а  < А, Ц г*а(/) - r V i ( / ) | |> e }  конечно.

Разумеется, через г„* обозначены ретракции (проек­
ции) в пространстве С(Х), которые являются дуальными к 
проекционному разложению единицы на пространстве X  
Существование такого разложения легко следует из ут­
верждений в следующем п^таграфе этой статьи

Теорема 9. Если пространство А  имеет накрывающую 
точечно негферьшную ©-полную разрешающую ©-полу- 
решетку ретракций, то А  имеет проекционное разложение 
единицы, удовлетворяющее условию (*). Следовательно, 
X  уплотняется в ЦЛ, Г) для некоторого Г.

Доказательство. Произведем «насыщение» заданной 
полурешетки ретракций до цепочки систем $R=9?a,c.. .c9?i, 
где А равно плотности d(X) пространства А, как это сделано 
в теореме 5. Зафиксируем также некоторое всюду плотное 
в А  подмножество {Ха; © < а  < А}. Затем выберем г», в 91 
произвольным образом. Если, далее, Р = а  + 1, то в силу 
(9^2) и (914) можно найти Гр к Гд, такое, что Ха£Гр(А). Если 
же р -  предельный ординал, то полагаем г^ = яфа < р ' ‘о- Из 
теоремы 5 и последующих утверждений этого п^таграфа ле­
гко следует, что получившаяся система ретракций {г„; © й 
^  ^  А} является тфоекционным разложением единицьт на 
гфостранстве А. По условию (914) для каждой точки хеА
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найдется гб5й, для которого х = г (х). Из этого, из (5R1), из 
неравенства mv(r(A))<co повторением рассуждения доказа­
тельства теоремы 5 следует, что число попарно различных 
элементов в трансфиннгной последовательности точек 
rjx) = Га(г(х)) не более чем счетно. Следовательно, наша 
«длинная последовательность» ретракций удовлетворяет 
условию (♦). Осталось сослаться на теорему 7.

§3. Полурешетки 
и топологические операции

В этой части мы установим, что наличие полуре- 
шеток ретракций на топологических пространствах яв­
ляется свойством, устойчивым при естественных топо­
логических операциях -  таких, как переход к замкну­
тому подпространству и фактор-пространству, оно пе­
реносится на пространства непрерывных функций на 
данном пространстве и некоторых других подобных 
операциях.

Обозначим через С/Х, Y) пространство всех непрерыв­
ных отображений f: X -^Y  с топологией равномерной схо­
димости на элементах из семейства Л. Если л: Х-^2 -  не­
прерывное отображение, то пусть я ’: Ci(Z, )^->С((АГ, 10 -  
отображение, заданное формулой л*: (/■) = / л. Если класс 
компактов л(Л) содержится в классе Л', то отображение л 
является непрерьшным. Рутинная проверка показывает, 
что верна следующая теорема.

Теорема 10. Пусть пространство X  имеет Л-непрерьш- 
ную со-полную разрешающую со-полурешетку ретрак­
ций 5R и У-сепарабельное метрическое пространство. 
Тогда семейство 91* = {г*; г€91} является точечно не­
прерывной 0)-полной разрешающей со-полурешеткой 
ретракций в пространстве Q  (А', Y).

Система 91* будет накрывающей тогда и только то­
гда, когда для любого непрерывного отображения 
fX -^ Y  найдется ге91 такое, что f  = f r .  Это свойство 
является аналогом хорощо известного свойства «зави­
симость функции от счетного числа координат» для 
функций на декартовом произведении. Если семейство 
Л является семейством всех метризуемых компактов, 
т.е. для случая пространства С /Х , 10, теорема 10 может 
быть усилена, как показывает следующая теорема.

Теорема 11. Предположим, что в условиях преды­
дущей теоремы Л  является семейством всех метризу­
емых компактов в X. Тогда семейство 91 является т -  
непрерывной полурещеткой.

Доказательство. Основные рассуждения иницииро­
ваны рассуждениями Э. Майкла из статьи [8]. Детали 
могут быть найдены в [2], и мы их опускаем.

Определение 4. Полурешетку 91 назовем непрерыв­
ной, если для каждой сходящейся направленности {х,} 
точек пространства X  и возрастающей трансфинитной 
последовательности ретракций из 91 направлен­
ность Го(Х() является сходящейся. Последнее означает, 
что если X и г -  пределы этих направленностей, то для 
каждой окрестности О точки г(х) найдутся индексы Оо 
и /о такие, что г/х ,)еО  для всех а^Оо,

Теорема 12. Пусть У -  замкнутое подпространство 
в пространстве X, имеющем накрывающую непрерыв­
ную ©-полную разрещающую ю-полурешетку ретрак­
ций 91. Тогда У является почти 91-инвариантным под­

пространством в X относительно замкнутого подмно­
жества 91' в 91. Следовательно, пространство У также 
имеет накрывающую непрерывную ©-полную разре­
шающую ©-полурешетку ретракций.

Доказательство. Пусть г £91 выбрано произвольно. 
Обозначим Г] = г и по индукции выберем последова­
тельность ретракций из 91 и счетных подмножеств 
М„ из У таким образом, чтобы г„(М„) было плотным в 
r/Y), r„+i>r„ и = М„. Это следует из (914), (916)
и (917). Обозначим М  = М„ к г  = 5ир„^ц/„ (сущест­

вование последнего супремума следует из (912) и из ©-пол­
ноты системы 91). Из непрерывности г легко следует, 
что г{Щ плотно в rij). По построению г{М) = МсУ. Из 
последних двух фактов, из непрерьшности 91 и из замк­
нутости У выводим, что г(У)сУ. Определим 91*= 
={ге91; г(У)сУ}. Из сказанного выше следует, что се­
мейство 91* непусто. Если трансфинитная последова­
тельность Га возрастает и состоит из элементов в 91 , 
то ее. супремум генова принадлежит этому семейству, 
так как г(х) = Нтгд(х)е У для каждой точки х£ У в силу 
замкнутости множества У.

Нетрудно проверить, что стандартная полурешет- 
ка ретракций 91 в произведениях Ff к f  является не­
прерывной. Она будет накрывающей на их подпро­
странствах Е(Л, Г) и Ц /, Г). Отсюда вытекает следу­
ющее утверждение.

Следствие 1, Каждое замкнутое подпространство в 
Z(/?, Г) (или в Е(/, Г)) является почти 91-инвариантным 
подпространством. Следовательно, они имеют накрыва­
ющую непрерывную ©-полную разрешающую ю-полу­
решетку ретракций.

Следствие 2. Для компактного пространства X сле­
дующие условия эквивалентны:

1) Л '-  компакт Корсона;
2) X  имеет точечно непрерывную накрывающую ©- 

полную разрешающую ©-полурешетку ретракций;
3) X  имеет проекционное разложение единицы, удо­

влетворяющее условию (*);
4) t(X) < Хо и А' имеет проекционное разложение 

единицы.
Доказательство. Импликация 1)=>2) доказана в 

предыдущем следствии. Импликация 1)=5>4) легко вы­
водится из теоремы 5. Из теоремы 6 следует 4):^3). 
Из теоремы 8 выводим 2)::^>3). Импликация 3 )^ 1 )  
следует из теоремы 7.

Следствие 1 можно перенести на случай замкну­
тых подпространств в пространствах функций, кото­
рые определены на S-произведениях, или их почти 
инвариантных подпространств. Для этого нам пона­
добится следующая хорошо известная и легко прове­
ряемая лемма.

Л емма 1. Если л: X-*Y -  факторное отображение 
«на», то подпространство л*(СД10) замкнуто в СДА).

Л емма 2. Пусть л: А'->1' -  факторное отображение 
«на» и г-ретракция в пространстве X  таковы, что 
г*(л*(С(У)))сл*(С(10). Тогда отображение лгл"' есть 
ретракция в пространстве Y.

Доказательство. Покажем однозначность отображения 
лгл"'. Предположим противное, пусть существуют у е  Т и
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Х \ , Х гбя “‘(у) такие, что 7ir(xi) ^  ти{х̂ . Тогда найдется 
feQY), для которогоХтг7<дг1)) ̂ /ти{х^). По условию леммы/  
(та-= г (fn)en (C(Y)), поэтому /кг  = gn для некоторого 
geQY)- О гсюдаЛяфс!»= gt^xi) = Ф з )  =/(Мх^), что щю- 
тиворечиг выбору /  Аналогичным рассуждением доказы­
вается тождество Tint "‘я  = яг. Из этой формулы нетрудно 
видеть, что квдфат выражения ятя совпадает с ним са­
мим. Осталось убедиться в непрерывности отображения 
ятя"'. Пусть G -  опфытое множество в Y. Тогда яг*’я"‘(0)= 
= я{у, iuiy)eG}(z{x, nr ‘‘я  "’(х)} = пт ~\G). Обратное 
включение очевидно и (пт ' ’XG) = го" ~'д "'(G)- Поэтому 
вследствие факторности отображения я  достаточно пока­
зать я-отмеченностъ открытого множества г ‘ ‘я  "'(G), т.е. 
доказать равенство я " ‘яг " 'я  "’(G) = г "‘я  "’(G). Обо­
значим левую часть последнего равенства через А, а 
правую -  через В. Тогда имеем ягя ~'п(А) = G, откуда 
АсВ. С другой стороны, А = п ~'п(В), следовательно, ВсА.

Теорема 13. Пусть я; X->Y-  факторное отображе­
ние «на» и 5R -  разрешающая полурешетка ретракций 
на пространстве X  такие, что

(1) подпространство я  (Cj/Y)) является почти 9? -инва­
риантным подгфостранством в С/Х);

(2) для каждого feC(X) существует re5R такое, что 
f = f r  = r(n .

Тогда семейство 5Я(У)={ягя г*е5й*(я(С(}0))} яв­
ляется разрещающей полурешеткой ретракций на про­
странстве Y. Если система 91 есть точечно непрерыв­
ная (накрывающая, Х.-полная, ^-полурешетка) на X, то 
91(10 является такой же системой на Y.

Доказательство. Из леммы 2 следует, что элементы 
семейства 91(10 действительно являются ретракциями 
пространства У. Условие (911) для этой системы сле­
дует из тождества ягя " 'я  = яг, установленного по хо­
ду доказательства леммы 2. Условие (912) очевидно. 
При проверке условия (913) достаточно ограничиться от­
крытыми множествами вида G =f~'(a, Ь), где (о, Ь) -  
интервал вешественной прямой. Но тогда все получа­
ется из условия (2). Если 91 есть Х-полурешетка, то из 
неравенсзва mv(nr " 'я  "'(У)) = nw (пг(Х)) й nw (г(Х)) сле­
дует условие (916) для системы 91(У). Из тождества 
ягя ‘ ‘я  = яг, которое мы уже упоминали выше, следует, 
что для возрастаюшей трансфинитной последователь­
ности Га с супремумом г выполнено ягцЯ '(у)
для каждого у е  У, из чего сразу следует точечная не­

прерывность системы 91(У). Нерассмотренные утвер­
ждения теоремы очевидны.

Зам ечание 3. Практически тем же самым рассуж­
дением, как в последнем доказательстве, устанавли­
вается /^-непрерывность системы 91(У) в случае, ко­
гда система 91 для пространства X  была таковой, а 
фактор-отображение было компактно накрывающим 
(т.е. любой компакт в пространстве У является непре­
рывным образом некоторого компакта из пространст­
ва X). Назовем отображение ^ю)-накрывающим, если 
последнее условие выполняется для всех компактов 
счетного веса, т.е. для метризуемых компактных под­
множеств. Тогда если отображение является Х(й))-на- 
крываемым факторным образом пространства X, то 
система 91(У) будет от-непрерывной полурешеткой.

С ледствие 3. Пусть/  K->L -  непрерывное отобра­
жение, заданное на компакте Вальдивиа К, причем су­
ществует такое вложение K b l f ,  что на /ГПЦЛ, Г) ото­
бражение / является факторным отображением. Тогда 
компакт L является компактом Вальдивиа.

Доказательство. Это утверждение нетрудно вывес­
ти из теорем 7, 12 и 13. На пространстве КГ\1.(В, Г) 
действует накрывающая полная разрешающая полуре­
шетка ретракций. Она является Х-полурешеткой для 
каждого бесконечного кардинала X. При отображении 
/  подпространство /^П2(Г) переводится на некоторое 
подпространство в L, которое также имеет богатую по- 
лурешетку ретракций по теореме 13. Легко видеть, 
что К является расширением Чеха-Стоуна своего под­
пространства АПЕ(Г), это дает возможность продол­
жить все ретракции на все пространство £. Это опре­
деляет соответствующее гомеоморфное отображение 
L в тихоновский куб, порождающее структуру ком­
пакта Вальдивиа на этом пространстве.

Замечание 4. Последнее следствие можно обратить, 
т.е. в случае непрерьгеного отображения между компак­
тами Вальдивиа в них существуют подпространства, вло- 
жимые как замкнутые подпространство в некоторые 
£-произведения и которые заданное отображение пере­
водят друг на друга. Но непрерывное отображение между 
двумя замкнутыми подпространствами в Е-произведени- 
ями коммуттфует с некоторой стандартной разрещающей 
полурещеткой ретракций в S. Отсюда следует, что дан­
ное отображение является замкнутым на Е-подпрост- 
ранстве и, следовательно, факторным.
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