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НОВЫЕ ПРИМЕРЫ КВАЗИПЕРЕХОДНЫХ ФУНКЦИЙ
Вводится класс квазимарковских процессов с точечным дефектом, являющихся смесью двух марковских процессов. При­
водятся примеры таких процессов.

Теория марковских процессов широко известна, но 
марковское свойство независимости «будущего» от «про­
шлого» при известном «настоящем» является серьёзным 
ограничением на случайный процесс. Проблема построе­
ния моделей, описывающих природные явления более 
адекватно, остаётся актуальной. Некоторые из таких мо­
делей, например полум^жовские процессы, давно из­
вестны. Во всех этих моделях дело сводится к расшире­
нию свойства марковости. В рассматриваемом здесь ква- 
зимарковском случае учитывается зависимость «будуще­
го» от «прошлого» при известном «настоящем» некото­
рого специального вида При этом

} = /> { х .б В |х ,}  +
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где P(j, Xs, t, и. В) -  случайная величина, которая называет­
ся точечным дефектом случайного процесса х,; х, -  поло­
жение «частицьв) в момент времени /. Такие случайные 
процессы называются квазимарковскими процессами с то­
чечным дефектом (к.-м.п.т.д.) [1]. Всюду здесь мы счита­
ем, что существует регулярный вариант P(s, х, t. В) услов­
ной вероятности P{x,€B|xj = х}. Квазимарковское уравне­
ние Колмогорова-Чепмена имеет вид

P{ s , x , u , B ) =  j ^P ( s , x , t , ( f y ) P ( t , y , u , B ) +  
- i-P ( j ,x ,/ ,M ,B ) ,

где P(s, X, t. В) -  квазипереходная функция к.-м.п.т.д. 
Отсюда следует, что дефект P(s, х, t, и. В) квазимарков- 
ского процесса с квазипереходной фушщией P(s, х, Т, В) 
вычисляется по формуле

^ { s , x , t , u , B )  = P { s , x , t , d y ) P { t , y , u , B ) .  (2) 

Условия на P(s, х, /, и. В) выглядят так [1]:
P(s, X, t,u ,E ) = О, где Е -  пустое множество,
P (j,x ,/ , и,Х) = 0,
Р (5 ,х ,/,/ ,В ) = 0, \fBeB,
Р(5, X, 5, и, В) = О, VBeB.
Если Л" = Л" и квазипереходная функция Р (s, х, t. В) 

абсолютно непрерывна относительно меры Лебега, то из 
(2) следует, что дефект так же абсолютно непрерывен от^ 
носительно меры Лебега в Л". В этом случае квазимар­
ковское уравнение Колмогорова-Чепмена можно пере­
писать в терминах плотностей p(s, х, /, у) и P(i, х, Т, и, у) 
мер Р (s, X, Г, В) и р (s, X, t, и. В):

p ( s , x , t , y ) =  l ^ p ( s , x , t , y ) p ( t , y , u , z ) ( f y  +
+ Р (5 , х , / , и , г ) .

Множество примеров квазипереходных функций 
можно построить, отправляясь от переходных функ­
ций марковских процессов. В [1] предложен следую­
щий подход. Пусть P(s, X, t. В) -  переходная функция 
марковского процесса, не обязательно необрывающе- 
гося. Если функция Xs, X, t, у), (s й t, s, te  Т, x, у  eX) не 
отрицательна и измерима по х и по у  и

\ ^ f ( s , x , t , y ) P ( s , x , t , c f y )  = l,

то функция
R ( s , x , t , B ) =  l g f ( s , x , t , y ) P ( s , x , t , < f y )

является квазипереходной функцией. В данной статье 
предлагается другой подход к построению квазимар­
ковских переходных функций.

Предложение. Пусть P(s, х. Г, В), Q{s, х, t. В) -  пере­
ходные функции марковских процессов а, уеР+, а  + у = 1. 
Тогда функция a-P{s, х, t. В) + y-Q(s, x,t,B) = R(s, х, t. В) яв­
ляется квазипереходной функцией некоторого к.-м.п.т.д.

Доказательство. Функция R(s, х, t. В) обладает все­
ми свойствами переходных функций мфковских про­
цессов. Проверим, удовлетворяет ли она уравнению 
Колмогорова-Чепмена:

j ^ R ( s , x , t , d y ) R ( t , y , u , B )  = \ ^[aPi s , x , t , dy)  + 

+yQ(s ,x, t , c fy) ][aP{t , y ,u,B)  + yQi t , y , u , B) ]  =
= a^P(s, X, и. В) + y^Q (s, X, и. В) +

+ ау l jflP(s,x, t , (fy)Q(t,у ,и,В)  + 

+Q( s , x , t , ( f y ) P( t , y , u , B) ]  =
=̂ R(s, X, u .  В) +  {a-or){P(s, X, и. В) +

+ Q ( s , x , u , B ) -  j j ^P( s , x , t , ( f y ) Q( t , y , u , B) -

-lxQ(s,x, t , i fy)Pif>y>^^>B)}.

Уравнение Колмогорова-Чепмена не вьшолняется, и, 
следовательно, функция R(s, х, t. В) -  квазипереходная. 
Согласно [1] существует к.-м.п.т.д., отвечающий этой пе­
реходной функции. Предложение доказано.

Квазимарковский процесс с точечным дефектом, воз­
никающий в этой схеме, «физически» представляет со­
бой смесь марковских процессов с переходными функ­
циями P(s, X, /, В) и Q(s, X, t. В). Для такого процесса 
формула дефекта имеет следующий вид:

P(s, X, t, и. В) = ( а  -  а^) {P(s, х, и. В) +
+Q( s , x , u , B) - j j ^P ( s , x , t , < f y ) Q( t , y , u , B) -  

-  j j^Q(s,x, t , cfy)P(t ,e,u,B)) .
Приведем примеры квазимгфковских переходных фун­

кций для некоторых смесей мгцжовских тфоцессов.
Пример 1. Рассмотрим детерминированное движение 

со скоростью V. Переходная функция этого щюцесса имеет 
вид P { s , x , t , B )  = Ig (x  + v{ t - s ) ) .  Положим

P i s , x , t , B )  = lg {x + v i t - s ) ) ,  
Q ( s , x , t , B )  = Ig (x  + w ( / - s ) ) ,v ,w e R ^  .

Тогда квазипереходная функция R(s, х, t ,В) и дефект 
имеют вид
R(s, X, /, В) =а/д(х + v ( / - s ) )  + ( l - a ) / e ( x  + w ( a - s ) ) ,  

P(s, X, / ,  и . В )  =  ( а  -  а^){/д(х +  т<ы  -  s)) +  1 в (х  +  w(T-s)>- 
-  /в(х + v{t-s) + w {u - /)) -1д (х -ьи<Т -  s) + v(m -  /))}.

Пример 2. Рассмотрим переходные функции вине- 
ровских процессов.
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P{ s , x , t , B ) = \ ^
i j 2 n { t - s )  

1

exp

:exp

( у - х Г
■ 2 ( t - s )

j y - x V
2 ( t - s )

dy.

^y l3n{ t - s )
Тогда квазипереходная функция R{s, x, t, B) имеет вид

i y - х У

dy.

R { s , x , t , B ) ^ \ ^ a exp

1- a

y j 2 n { t - s )
i y - x )

■J3n{t~s)
exp

3 { t - s )

2 ( t - s )

dy.

Пример 3. Рассмотрим переходную функцию Пу­
ассона.

П ( х , В ) = / - ^ х р [ - ^ ^ ^
^у12п L 2

dy.

P ( s , x , t , B ) = f f  e x p [ - a ( f - j ) ] n „  (х,В),

где а -  положительная константа.

v 2mt

( .х - у У

2п
dy.

Q ( s , x , t , B - exp[ - 6( / - J ) ] А „ (х,В),
ЯиО ^ •

где Ь -  положительная константа и

«я

jx -у У
Зп

dy.

Квазипереходная функция, построенная по пере­
ходной функции Пуассона, выглядит так:

R { s , x , t , B )  =
. a ' ' ( t - s y

е х р [ - а ( Г - 5)]П „  ( х ,В )  + 
п\

^ b ’’ i t - s Y
11=0 и!

е х р [ - В ( / - 5)]Д„ (х,В).
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