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Рассматриваются условия конечности для одного класса смешанных абелевых групп.

В последнее время возрос интерес к смешанным абе­
левым группам и их кольцам эндоморфизмов. Согласно 
определению смешанной группы, такая группа содержит 
как ненулевые элементы конечных порядков, так и эле­
менты бесконечного порядка. В ряде статей рассматри­
вались смешанные абелевы группы, лежащие между сум­
мой и произведением своих р-компонент. Чтобы дать 
точное определение таких групп -  основного объекта 
изучения в нашей статье, приведем некоторые определе­
ния и обозначения.

Все группы, встречающиеся в статье, -  абелевы. Бук­
ва р  обозначает простое число. Если К -  группа, то 4̂̂  -  
ее р-компонента, т.е. наибольшая подгруппа в А, являю­
щаяся р-группой. Далее, Т \А )  -  периодическая часть 
группы А -  совокупность всех ее элементов конечного 
порядка. Известно, что Т(А)®А . Считаем, что А -ре-

р

дуцированная смешанная группа, имеющая бесконечное 
число отличных от нуля р-компонент.

Назовем SP-группой такую группу А, что естествен­
ное вложение ФА -> А продолжается до сервантного

р

вложения i4 Тогда для SP-группы А можно
р

считать, что ® А^ с. A q YI '^p  ̂ причем А сервантна в
 ̂ р

Здесь и далее подразумевается, что р  пробегает
р

множество всех простых чисел, относящихся к А, т.е. 
множество всех р , для которых А р * 0 . SP-группы изуча­
лись или появлялись в [1-5].

Основной результат §1 -  теорема 1.5 -  содержит 
характеризации самомалых SP-rpynn. В §2 показыва­
ется, что каждую SP-rpynny можно наделить стру­
ктурой модуля над некоторым (довольно специфиче­
ским) кольцом. Это дает другие средства для изучения 
SP-rpynn (теорема 2.2).

Пусть А -  группа. Тогда Е(А) -  кольцо ее эндоморфиз­
мов; г(А) -  ранг группы А; ® А -  ггоямая сумма 91 копий

я

группы А (91- некоторое к^динальное число); множе­
ство натуральньк чисел; Z -  кольцо целых чисел; ^  -  ад­
дитивная группа (или поле) рациональных чисел. Группа А 
называется ограниченной, если порядки ее элеметов ог­
раниченны в совокупности.

§1. Условия конечности для SP-rpynn

Лемма 1.1 [5]. Следующие свойства смешанной 
группы А  эквивалентны:

1) для каждого р  имеет место прямое разложение 
А=Ар®Вр для некоторой группы Вр с рВр=Вр,

2) справедливы сервантные вложения ®А czA^
р

,т.е. А -  SP-rpynna;

3) сгфаведливы вложения Ф >4̂ , с  .4 с  ]”[ /4̂ , и А/Т[А) -
р

делимая группа.
Класс всех SP-rpynn необозрим. Для получения 

содержательных результатов рассмотрим некоторые 
условия типа конечности. Для группы А положим EfA) 
Hom(i4, 7(i4)), Ef(A)={aeE{A)\(xA содержится в сумме 
конечного числа компонент Ар} и Еь(А) = {ае(.4) | оА -  
ограниченная группа}. Здесь Е/(_А), Е^А) и ЕьЧА) -  идеа­
лы кольца Е(А), причем Е/,(А)аЕ/(А) q E,(A).

Пусть F -  свободная подгруппа SP-группы А, поро­
жденная максимальным независимым множеством ее 
элементов бесконечного порядки Подгруппу F  назовем 
существенной свободной подгруппой группы А. Отме­
тим, что A/F -  периодическая группа. Для каждого р  по 
лемме 1.1 имеем А=Ар®Вр с рВр=Вр, где слагаемое Вр на­
ходится однозначно. Обозначим через Пр проекцию 
А-*Ар с ядром Вр.

Лемма 1.2. Делимость р-компоненгы фактор-группы 
A/F равносильна делимости фактор-группы АМ/Е-

Доказательство. Предположим, что р  -  компонента 
фактор-группы A/F является делимой группой. Тогда для 
каждого пеМ имеем p\AIF)=A/F или p”A+F=A. Запишем 
А=Ар®Вр. Тогда p''Ap+p"Bp+F=Ap®Bp и p,Ap+Bp+F=Ap+Bp и 
для аеАр получаем а=р"а+Ь„+Сп где CL„eAp, ЬпеВр, c„eF. 
И далее, n^a)rn^'bi„y^^c,i) или а=р"а„Щс„). Это озна­
чает, что Ap=p'‘Ap-^pF. Следовательно, AMpF -  делимая 
группа.

Пусть AAipF -  делимая груши. Из доказанного видно, 
что нужно установить справедливость равенства jfAp+Bp+ 
+F=Ap+Bp для любого neN. Для этого достаточно, чтобы 
AffPAp+Bp+F. Имеем Ap=p"+TipF. Осталось проверить, что 
TipFQBp+F. Возьмем элемент c e F  и представим cHi+b, где 
аеАр, ЬеВр. Тогда лДс)=7сДа)=а, с=%^су-Ь, i^ c )= n - 
-b+ceBp+F. Значит, UpFcBp+F, чем доказательство лем­
мы закончено.

Предложение 1.1. Следующие свойства SP-группы 
А эквивалентны;

1) £ / / 0= £ //1);
2) выполняется естественный изоморфизм

Нот(/4, ЦА)) = Ф Нот(.4, F J ;
р

3) если М -  периодический эпиморфный образ груп­
пы >4, то А/ есть прямая сумма делимой группы и ко­
нечного числа редуцированных р-групп;

4) для каждой существенной свободной подгруппы 
F  группы А фактор-группа A/itpF делима при почти 
всех р.

Доказательство. Свойства 1) и 2) эквивалентны 
всегда.

1)=> 3). Допустим напротив, что нашлась подгруппа G 
А “

такая, что — = ®С^®У,  где С, -  редуцированная р,-груп- 
G
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па (pi -  различные простые числа), К -  дополнительное 
слагаемое. Имеем /4  ̂ Ф О, поскольку в противном случае

р4  =А и pj[AIGy=A/G, что невозможно.
Для каждого / существует ненулевой гомоморфизм 

. Пусть v|/ -  гомоморфизм АЮ-^ЦА), сов-па-

дающий с V, на С, и аннулирующий V , а niA^AIG -  ка­

нонический эпиморфизм. Тогда \\meEj(A), но \^ntEJiA), 
что противоречит 1).

3 )  ^ 4 ) .  Возьмем некоторую существенную сво­
бодную подгруппу F  группы А. На основании 3) почти 
все р-компоненты группы AIF делимы. Учитывая 
лемму 1.2, получаем 4).

4 )  => 1). Предположим существование такого <р б 
еЕ^А), что (р«£//4). Тогда образ (рА будет суммой беско­
нечного числа ненулевых редуцированных р-групп. Из 
/4/кегф=ф/1 следует, что то же верно для AJker(p. Ящю 
кегф содержит некоторую существенную свободную под­
группу F  группы А. Поскольку АПийщ является гомомор­
фным образом группы A/F, то последняя также имеет 
бесконечно много ненулевых редуцированных р-компо- 
ненг. Но ввиду леммы 1.2 и 4) это невозможно. Значит, 1) 
выполняется. Предложение доказано.

В книге [2] сформулирована такая проблема 44 -  
«Исследовать группы А со следующим свойством: ес­
ли А содержится в прямой сумме редуцированных 
групп, то существует weiV такое, что пА содержится в 
прямой сумме конечного числа этих групп». Следуя 
[6]. группы со свойством, описанным в проблеме 44, 
назовем Фукс-44 группами.

Предложение 1.2. Пусть А -  SP-rpynna. Следую­
щие утверждения эквивалентны:

\)Е^А>гЕь{А)-,
2) E/(A)=Ej{A) и каждая компонента Ар -  ограни­

ченная группа;
3) если М  -  периодический эпиморфный образ 

группы А, то М  есть прямая сумма делимой и ограни­
ченной групп;

4) А является Фукс-44 группой;
5) для каждой существенной свободной подгруппы F 

группы А равенство ПрЕ=Ар верно для почти всех р  и 
каждая Ар -  ограниченная группа.

Доказательство. 1)=>2). Компонента Ар совпадает 
с образом проекции ПрА-^Ар. Значит, ПреЕ/,(А) и Ар- 
ограниченная группа. Из Е/ , ( А ) ^ / А) ^ ^ А )  и 1) полу­
чаем Ej^A)=Ej(A).

2) 3). Пусть подгруппа С о 4  такова, что A/G -  пе­
риодическая группа. Ввиду предложения 1.3 можно 
написать A/G-D®Mx®...®Mk, где D -  делимая группа. 
М/с -  редуцированные р-группы. Положим Т=Т\А). Из 2) 
и изоморфизма (G+T)IG=TI(<X\ Т) выводим ограничен­
ность каждой р-компоненты группы (G+7)/G. Рассмот­
рим еще один изоморфизм (A/G)I(G+T)IG^ ^/(G+T). 
Группа, стоящая здесь справа, является делимой перио­
дической в силу того, что A/G -  периодическая, йА/ Т-  
делимая группы (лемма 1.1). Отсюда понятно, что ре­
дуцированные части р-компонент группы A/G, т.е. груп­
пы А/,,.■ -Мк, должны быть ограниченными, что дает 3).

Равносильность 3) и 4) для произвольной группы А 
установил А.В. Иванов [6, теорема 1.3].

3)=>5). Каждая группа является ограниченной 
как периодический эпиморфный образ группы А. Возь­
мем некоторую существенную свободную подгруппу F 
группы А. По предложению 1.1 i4y/7t/£’-  делимая груп­
па для почти всех р . Вместе с ограниченностью групп 
Ар это влечет AjJnpF=Q и ПрЕ=Ар для почти всех р.

5)=> 1). Пусть ае£ /(^). По предложению 1.1 аб£/.4 ), 
т.е. аА лежит в сумме конечного числа слагаемых Ар Но 
все А р -  ограниченные группы. Откуда аА -  ограничен­
ная группа и aeEt(A). Предложение доказано.

Модуль А над некоторым кольцом называется малым, 
если для каждого гомоморфизма а: 4̂ ->  Ф С,, где С, -

/ с /

произвольные модули, существует конечное подмножест- 
во JW  со свойством ст А с ®  С/. Малые абелевы группыl€J
совпадают с конечно порожденными группами. Чтобы 
получить более щирокое понятие, условимся малой 
группой называть группу А, удовлетворяющую записан­
ному выше условию для а  относительно любых редуци­
рованных групп С/. Из [6, теорема 1.3] следует, что малая 
группа является Фукс-44 группой.

Группа А называется самомалой, если образ всякого
гомоморфизма А -* ®  А (91- произвольный кардинал) 

я
содержится в сумме конечного числа слагаемых А.

Теорема 1.1. Следующие условия для SP-группы А 
эквивалентны:

1) .4 -  самомалая группа;
2) Е/(А)=Еь(А) и каждая компонента Ар -  конечная 

группа;
3) .4 -  малая группа;
4) если М -  периодический эпиморфный образ группы 

А, то Месть прямая сумма делимой и конечной групп;
5) для каждой существенной свободной подгруппы 

F  справедливо ПрЕ=Ар при почти всех р  и каждая Ар -  
конечная группа.

Доказательство. 1 ):^  2). Прямое слагаемое самома­
лой группы является самомалой группой. Поэтому Ар -  
самомалая периодическая группа. Откуда Ар -  конеч­

ная группа.
Допустим, что авЕ^А)  и аеЕь(А). Этот а  можно 

считать гомоморфизмом а : А - > ® А  , образ которого
Р

не содержится в сумме конечного числа слагаемых Ар.
Ввиду 1) образ любого гомоморфизма А - * ® А  дол-

«0
жен лежать в сумме конечного числа слагаемых А. 
Теперь, принимая во внимание то обстоятельство, что 
каждая группа Ар является прямым слагаемым группы 
А, видим, что существование гомоморфизма а  проти­
воречит 1). Следовательно, Е^А)=Еь(А).

2)=> 4). Периодический эпиморфный образ М  груп­
пы А по предложению 12 является прямой суммой дели­
мой и ограниченной групп. На основании конечности 
групп Ар из доказательства импликации 2)=>3) этого 
предложения можно вывести, что на самом деле М -  пря­
мая сумма делимой и конечной групп.

5) => 3). Пусть а: А -* ®  С, -  гомоморфизм, где С, -

редуцированные группы. По пред ложению 12 А — Фукс-44 
группа Следовательно, существуют neN  и конечное под-
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множество со свойством п(а)А £  0  С,. ОбозначимieJ
буквой я  проекцию суммы © С  на ее слагаемое © С,.

/е /  /в/-У

Тогда п(по)А=0, т.е. (пс)А -  ограниченная группа. Най­
дется лишь конечное множество компонент Ар с 
(na)Ap}tO. Все компоненты -  конечные группы, поэтому 
(по)А -  конечная группа. Значит, имеется конечное 
подмножество K c l-J , для которого (па)А с  © Q , от-

куда аА с  © С, и А -  малая группа.
leJUi:

3)=> 1) верно всегда и теорема доказана.
Ранг фактор-группы А/7(А) называется рангом без 

кручения группы А и обозначается го(А). Таким обра­
зом, Го(А)=г (АЩА)).

Специфическим условием конечности для группы 
можно считать дискретность ее кольца эндоморфизмов 
относительно конечной топологии. Базис окрестностей 
нуля кольца Е(А) в конечной топологии составляют 
аннуляторы конечных подмножеств группы А [2, §107].

Предложение 1.3. Кольцо эндоморфизмов SP-груп- 
пы А дискретно в конечной топологии тогда и только 
тогда, когда существует свободная подгруппа F  конеч­
ного ранга группы А такая, что ПрР=Ар д ля почти всех р, 
а для остальных р  Ы р|<Хо.

Доказательство. Пусть кольцо Е(А) дискретно в ко­
нечной топологии. Тогда группа А обладает элементами
Л]..... а„ с тем свойством, что из а  oi =...=а, а„=0 следует
af=0 для любого аеЕ(А). Возьмем некоторое р, затем за­
пишем А=АрФВр, и пусть Пр‘А-*Ар -  проекция с ядром Вр. 
Множество элементов яД аО ,..., яДа„) группы Ар таково, 
что из (о(Пра1)гО (г=1, ..., и) вытекает (о=0 для любого 
(оеЕ(А). Это влечет дискретность кольца Е(Ар) и конеч­
ность />-группы Ар.

Удалим из множества {at, а„} все элементы ко­
нечного порядка и отбросим те слагаемые Ар, в сумме 
которых они лежат. Не уменьшая общности, считаем 
также, что система элементов О], .... а„ линейно неза­
висима. В итоге сумма (fl])+...+(a„) будет прямой, а

Я

группа F, равная Ф (о ,), -  свободной. Из рассуждения,
is|

проведенного недавно, видно, что для каждого со€Е(Ар), 
если oi)(npF)=0, то оиАр=0. Но Ар -  конечная группа, 
поэтому npF=Ар.

Предположим, что условия предложения имеют место.
Я

Запишем F  = ©<a,>. Имеем я^/’=i4̂ , для всех/?, за исклю­

чением, скажем, чиселр\, ...,pk. Обозначим черезX объе­
динение множества {at,...,а„}с множествами образующих 
каждой из групп Ар  ̂ >— • Покажем, что для любого

ае£(/4) из olV=0 вьпекает а=0, что означает дискретность 
кольца Е(А). Без потери общности считаем, что UpF=Ap для 
всех р. Пусть ае£3(/4) и аЛЧ) или, что все равно, oF=0. 
Возьмем произвольный элемеиг аеАр. Тогда а=яДс) для 
какого-то ceF  и далее с=а+Ь, где ЬвВр. Из ос=0 следует 
(ха=0 ^ е с т ь  вполне характеристичность Ар и В^. Получим 
аАр=0 при всех р  и, значит, а7(АУ=0. Поскольку А11[А) -  
делимая группа, то а=0. Предложение доказано.

Пусть у SP-группы А г(А)<оо. Тогда любые две су­
щественные свободные подгруппы F и Е группы А
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квазиравны, т.е. m F ^  и для некоторых т, neN. 
Для такой группы А в п.4 предложения 1.1, п.п. 5 
предложения 1.2 и теоремы 1.1 вместо «каждой» мо­
жно писать «некоторой».

§2. SP-группы как модули

Произведение колец R\ и Rj обозначаем £,х/?2. 
Пусть -  кольцо вычетов по модулю р'' ,Q'p- ко­

льцо целых />-адических чисел.
К изучению SP-ipynn можно привлечь модули. 

Именно всякая SP-rpynna является модулем над опре­
деленным коммутативным кольцом. Введем эти коль­
ца и определим на SP-rpynne структуру модуля над 
соответствующим кольцом.

Пусть -  некоторая х^закгеристика Договоримся 
считать, что для бесконечного множества чисел р. Для 
каждого р  определим кольцо Rp (зависящее от х)> полагая 
Rp=0, если ^=0, R^ = , если (k^<® , и Rp=Qp при

^=оо. Положим £ ( х )  = П ®  1̂ р- Пусть К(х) -
р

такое подкольцо в К(х),  что 7(х)<^(х) ** X(y;yi(x^Q. 
Если X состоит только из символов ®, хК*)> то соответст­
вующее кольцо £(х) обозначаем просто К.

Остановимся на некоторых свойствах колец £(х). Ес- 
™  Хь Х2 -  характеристики, то Xi^Xz- <=> существует сю­
ръективный гомоморфизм колец а:К(хд-^К(Х\)- Отобра­
жение а  индуцируется томомффгамом а : £ (х )  -> £(х)>

действующим покоординатно. На координатах о  сов­
падает с одним из сюръективных гомоморфизмов ко­
лец -> Z^, Q'p -> Z^ . Таким образом, вся­

кий АГ(х1)-модуль есть притягивающий £ (х 2)-модуль. 
В частности, всякий £(х)-модуль будет притягиваю­
щим /^-модулем.

Если записатъ£(х) = Лр, к ...х  R^ x R , to любой эле­

мент дополнительного множителя R однозначно де­
лится на каждое из простых чисел pt, ..., /?,.

Какой вил имеют элемешы го К(х)? Если е^ееК (х) и 
еЧ), 1, то либо идемпотенг е является суммой единичных 
элеметов некоторых колец Rp, либо 1-е имеет подобное 
строение. Возьмем теперь произвольный элемент 
0*геК(у). Существуют числа 0*т, neZ  и элемент seT(x) 
такие, что mr=nl+s. Пусть Kt -  троговедение конечного 
числа каких-то колец Rp, причем seAfi и для всех р, 
делящих т. Тогда K(yj=RxKt и elmeR где е -  единичный 
элемент дополнительного множителя R. Запишем далее 
l=e^e&R, et^Kt) и ?=Г|(г1€Л, Г2еК{). Ясно, что mrt=ne и 
rt=(n/m)e. Итак, элемент г равен Г1-ьг2, где ггбДх). а 
Гх=(п1т)е с Можно включить в К] также кольца Rp для 
р, делящих и. В таком случае e/neR.

Выясним строение идеалов кольца £(х)- Возьмем 
один из таких ненулевых идеалов I. Если 1аТ(х), то 
/  = © (/П Л ,), где ЛТЛв -  идеал кольца Rp. Строение

последних известно. Предположим, что I(ZT(x). Выбе­
рем элемент г€1-Т(х)- Запищем, как в предыдущем 
абзаце, K(x)=RxKt и г=г1+Г2, где rt=(nlm)e, r2^Kt и



mR=R=nR. Тогда /(7ПЛ)Ф(/ГЖ|), причем г,е7ПЛ. Далее 
находим (т/п) г^={т1п)х(п/т) е=е, откуда eslf]R. Это 
влечет Л Л=ЛФ (Л^,)=е и / :  ( х )© /: ( X )Ф® ( /П Л ,

где е ^ е ,  р  пробегает некоторое конечное множество 
простых чисел.

Предложение 2.1. Любой конечно порожденный идеал 
I  кольца Д х ) является главным и конечно гфедставимым. 

Доказательство. Из предыдущего вьшодим еК(у)®

Ф Ф(/ПЛ^^), где для какогото r^eR^

( ^ 1 ,. . . ,  л). Тогда /  порождается элементом е^г^+.. Лг^ 
Убедимся в конечной представимости идеала I, т.е. в 

существовании эпиморфизма Ф Л Г (х )^ /  сконечно-по-т
рожденным я;фом. Идеал е/С(х) представим как проек­
тивный. Поскольку кольцо R ^x...xR ^  нетерово, то

0 ( / П Л ) ~ тоже конечно представимый идеал. Тогда и 1

конечно представим, что завершает доказательство.
Получается, что К(х) -  когерентное кольцо. Из ра­

зобранного выще строения идеалов кольца К(х) мож­
но еще вывести, что наследственность кольца /Г(х) Р ^ ’ 
носильна тому, что х состоит из О, 1 и оо. Единствен­
ными регулярными в смысле Неймана будут кольца 
К(х), где X содержит только О и 1.

Любая /^-группа В является -модулем. Если В -  

ограниченная группа и />" -  точная верхняя грань поряд­
ков ее элементов, то В есть -модуль для всякого ri>jn.

Пусть дана SP-ipynna А. Составим характеристику ХтК^) 
следующим образом. Полагаем кр=0 при Ар=0 и ^=оо, 
если Ар -  неограниченная группа, в противном случае

пусть р^' -  точная верхняя грань порядков ее элемен­

тов. Зафиксируем некоторую характеристику х с х^Хт- 
Зададим на .4 структуру /Г(х>модуля. Группу/4 мы счита­
ем сервашной подгруппой ^ \ \Л р .  Произведение ]~J Ар

р р

будет модулем над кольцом (х) = О  ^р §2)-
р

В частности, \ \ Л р -  /Г(х>модуль. Убедимся, что А -
р

/Г(х)-подмодуль в J~J /4̂ ,. Возьмем элементы а е /1, геК(х)
р

и запшпем, как перед предложением 2.1, К(хУ=ВхК\ и 
г=Г1+г2, Гх={п1т) е. Рассмотрим разложение A=Ai®A-2, где 
/<2 -  сумма компонент Ар для всехр, относящихся mK\,Ai-  
дополнительное слагаемое, причем тА\=А\. Запишем 
cf=ai+Oz с ai€i4, 026^ 2- Тогда /•a=(ri+r2Xei+a2)=riai+r2a2. 
где гга2е.Аг, а riO\={nlmXea^nlm)a\&Ai. Отсюда га^А и 
А -  /С(х)"Модуль. А является притягивающим /Г(х)-моду- 
лем относительно сюръективного гомоморфизма колец 
о:/Г(х)->ДХл)> т.е. гср=с(г)а для всех геК(х), аеА. В ча­
стности, А есть /Г-модуль.

Задавая на SP-rpyme структуру модуля над кольцом 
К(х), мы на самом деле не слишком удаляемся от ее 
групповых свойств. Этому утверждению можно придать 
строгий смысл, привлекая понятие £-модуля. Модуль А/ 
над коммутативным кольцом R называется £(/?)-модулем 
при условии, что Hom/i(/?,A/)=Honiz(i?,A4) [7]. Если Вл -

ДЛ)-модуль, то кольцо R называют £-кольцом. Рассмот­
рим теперь SP-группы А и В, являющиеся £(х)-модулями. 
По построению кольца К(х) фактс^группа £(хУ(1) дели­
ма. Следовательно, Нопт(А(хУ<1)| £(х)Н)=Нот(А:(хУ(1>, А). 
На основании [7] заключаем, что К(х) -  £-кольцо, а у4 (и 
В) -£(£(Х)>модуль. Это влечет, что групповые гомомор­
физмы А->В совпадают с £(х)-модульными [7]. Кроме 
того, для данной характеристики х структура £(х)-моду- 
ля на группе А единственна [7].

Х^штеристика х К ^ ) называется локально свободной, 
если 00 при всех р. SP-rpynna А является £(х)-модулем 
для некоторой локально свободной характеристики х тогда 
и только тогда, когда каждая компонента Ар -  ограничен­
ная группа. Как и в §1, Пр обозначает щюекцию А-*Ар с 
ядром Вр, где А=АрФВр.

До конца параграфа по отношению к SP-rpyime мы 
употребляем параллельно как групповую, так и модуль­
ную терминологию. Теорема 2.1 подтверждает, что ис­
пользование теории модулей дает новые средства для 
исследования SP-rpynn.

Обратимся к SP-группам конечного ранга без кру­
чения. Для таких групп, рассмотренные в §1 условия, 
имеющие характер конечности, по существу равно­
сильны. Объединяющей идеей здесь выступает поня­
тие конечно порожденного Х-модуля.

Теорема 2.1. Для SP-rpyninj А эквивалентны запи­
санные ниже утверждения:

1) i4 -  конечно порожденный Х-модуль;
2) А -  конечно порожденный Х(х)-модуль для не­

которой локально свободной характеристики х;
3) А -  малый Х-модуль;
4) Го(А)<со и А -  самомалая группа;
5) го(А)«х>, Ei(A)=E/(A) и Ыр | <Хо при всех р;
6) го(/4)<оо и найдется существенная свободная под­

группа Е в  А такая, что ПрЕ=Ар для почти всехр, а для 
остальных р  |.4р1<Хо;

7) го(/4)<оо и кольцо Е{А) дискретно в конечной то­
пологии.

Доказательство. 1)=>2). Для каждого р  можно запи­
сать А=Ар®Вр и К = Q'p X К { К р -  дополнительный мно­

житель). Конечная порожденность Х-модуля А влечет 
конечную порожденность 0* -модуля Ар. А  это равно­

сильно конечности р-группы Ар. Пусть р*'’ -  точная 
верхняя грань порядков ее элементов. Образуем ло­
кально свободную характеристику х К ^ )-  Группа А бу­
дет Дх)'МОДулем, причем его конечная порожденность 
эквивалентна конечной порожденности Х-модуля А 
(учесть, что Х-модуль А является притягивающим отно­
сительно гомоморфизма о:Х->Х(х)). Это замечание до­
казывает также 2)=>3).

3)=>4). Х-модуль АП1А) является малым как гомомор­
фный образ малого модуля. Положим Т(К)  = Ф б*. Так

как идеал ДХ) аннулирует АП\А), то АП{А) -  малый 
Х/ДХ)-модуль, т.е. б-модуль. Откуда rtf(/l>=dimo(/l/^^)«». 
Всякий групповой гомоморфизм <р: А -¥ ФА будет го-

Я
моморфизмом Х-модулей ввиду того, что Ф .4 -  £(Х)-мо-
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дуль. Из 3) заключаем, что (рА содержится в сумме конеч­
ного числа слагаемых А. Таким образом, А -  самомалая 
группа.

Импликация 4)=>5) непосредственно получается из 
теоремы 1.1, 5)=>6) -  из предложения 1.2, а 6)=>7) -  из 
предложения 1.3.

7)=>1). Согласно предложению 1.3 имеется свобод­
ная подгруппа F  группы А со свойством UpF=Ap для 
почти всехр, а для остальныхр  А р -  конечная группа. 
Удаляя последние Ар, считаем, что ПрР=Ар для всех р. 
Принимая затем во внимание го(А)<оо, можно в каче­
стве F  выбрать существенную подгруппу. Пусть 
{С(| /=1,...,л} -  свободный базис группы F. Из itpF=Ap 
для всех р  выводим T\A)q KF. Далее, KF/T\A) есть 
подпространство ^-пространства АЩА), содержащее 
его базис {c,+7lA)j i=l,...,n}. Значит, KF/T[A)=A/7XA)

ft
и KF=A или ^  KCf = А , что означает конечную по-

is]
рожденность А как /Г-модуля. Теорема доказана. 

Теорему 2.1 дополняет
Предложение 2.2. Пусть А -  SP-rpynna конечного 

ранга без кручения. Равенство EjiA)rEj(A) имеет место в 
том и только в том случае, если А=ВФС, где В -  конечно

порожденный /^-модуль, С  -  прямая сумма конечного чи­
слар-групп.

Доказательство. Предположим, что E^A)=Ej(A). Ес­
ли F -  некоторая существенная подгруппа группы А, то 
по предложению 1.1 группа А/ПрЕ делима для почти 
всех р. Но г(А)=г(А/71А))«х> и поэтому ПрЕ -  конечная 
группа. Следовательно, ПрЕ=Ар для всех, за исключени­
ем конечного, множеств чисел р. Пусть С -  сумма ком­
понент Ар для всех р  из этого множества, В -  дополни­
тельное слагаемое, т.е. А=В®С. Обозначив через р про­
екцию А-*В относительно этого разложения, получаем, 
что pF -  существенная свободная подгруппа группы В 
(ограничение р на F  есть мономорфизм) и яДрЕ)=/4р 
для всех Ар, принадлежащих В. По теореме 2.1 SP-rpyn­
na В является конечно порожденным А!^-модулем.

Пусть обратно, А = ВФ С , где В и С  удовлетворя­
ют условиям предложения. Найдется существенная 
свободная подгруппа Е в  В такая, что ПрЕ=Ар для поч­
ти всех Ар из В (теорема 2.1). Для любой другой суще­
ственной свободной подгруппы F  группы А имеем 
тЕсЕ  и kEq F для  каких-то т, neN. Откуда ПрЕ=Ар 
для почти всех р. По предложению 1.1 £^/1)=£/>4), что 
заканчивает доказательство.
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